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INSTITUT DE FRANCE 


Extrait tk» Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences , tome XXII, 
séance du 23 mars 1 84 ù- 


RAPPORT 


UN MÉMOIRE DE BALISTIQUE 

ne SI. LE CAPtTAlSe DIDIOIV, 

Proftfcâour du couru d'artillerie à l'École d’application «le l'artillerie et (lu gcitie. 



Commissaires, MM. Poncelet, Piobert, Morin, Duhamel rapporteur 


« Les géomètres se sont beaucoup occupés du mouvement des projectiles dans Pair, tant 
a cause des difficultés que présentait cette question, que pour Pimportancc des applications 
qu'on en pouvait faire à l’ Artillerie. Avant leurs recherches sur ce sujet, on avait |cs 
idées les plus fausses sur la nature de ce mouvement. Dans le tir du canon , on regardait la 
trajectoire comme une ligne droite; dans le tir des bombes, on la regardait comme composer 
de lignes droites et d’arcs de cercle. De pareilles erreurs ne doivent pas étonner : les anciens, 
par les raisons les plus singulières , voulaient ramener à la ligne droite et au cercle toutes les 
trajectoires relatives aux grands phénomènes naturels. Leurs idées ont régné jusqu'au mo- 
ment où l'on a pensé que les lois de la nature ne devaient pas être inventées à priori , mais 
découvertes par l'observation. Cette révolution, la plus grande que Ton puisse signaler dans 
l'histoire de la philosophie naturelle, est due à Galilée; et c'est à lui encore que l'on doit Li 
solution de la question qui est le point de départ naturel de la théorie dont nous avons à nous 
occuper en ce moment. 

» En combinant le principe, qu'il avait posé le premier, de la composition des mou>e- 
ments provenant de différentes causes , avec les lois de l'accélération des graves , qu’il avait 
découvertes dans la chute des corps suivant la verticale , il démontra que la courbe décrite par 
les projectiles dans le vide serait une parabole. 

• Newton voulut aller au delà et tenir compte de la résistance de l'air; il établit, par 
des considérations peu rigoureuses, qu’elle était proportionnelle au carré de la vitesse du 
mobile; mais il ne donna aucune méthode pour la détermination eifective de la trajectoire. 

• Jean Bernoulli est le premier qui ait ramené aux quadratures la solution de la question, 
dans l’hypothèse la plus générale sur la loi de résistance du milieu. Divers géomètres célèbres 
le suivirent dans cette voie. 

• Euler, en supposant la résistance proportionnelle an carré de la vitesse, a donne le 
moyen de trouver l’expression finie de la longueur de l’arc de 1a trajectoire, compris entre 
deux points pour lesquels on s’est donné l'inclinaison de la tangente. Cela posé , il calcule les 
longueurs d’on grand nombre d’arcs, en partant de l’inclinaison donnée à l'origine, et fai- 
sant varier, d'un petit nombre de degrés, les inclinaisons aux extrémités des arcs succes- 

D . 
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sifs qu'il considère» U projette ensuite ces différents are» sur les axes de coordonnées, en 
regard j ni chacun d’eux comme une ligne droite qui aurait une inclinaison moyenne entre le* 
deux extrêmes. En faisant la somme de ces projections, il obtient les deux coordonnées de 
chacun des points de In trajectoire, qui répondent aux inclinaisons arbitrairement choisie* 
de la tangente. 

• La vitesse du mobile pouvant aussi être calculée en fonction de l’inclinaison, on aura 
le temps employé à parcourir un petit arc , en divisant sa longueur par une valeur moyenne 
de la vitesse, et l’on parviendra ainsi k connaître le temps employé à parcourir un arc quel- 
conque. Euler appliqua cette méthode, qui a conservé son nom, à un exemple particulier 
dans lequel il faisait varier les inclinaisons de cinq degrés d’nn point à l’autre. 

» I/erreur résultant de cette niethode tient à la substitution que l’on fait d’une droite à . 
un arc de même longueur, ce qui donne des projections trop grandes. ].egendre proposa de 
substituer les arcs des cercles osculateurs ayant respectivement k leurs extrémités les mêmes 
inclinaisons que ceux de la courbe. M. le capitaiuc Didion propose, comme plus exacts encore , 
les arcs des paraboles oscillai rices. 

» Lambert a employé la méthode des développements en séries. Il a donne l'expression 
de l'ordonnée de la trajectoire et de la durée du trajet en séries ordonnées suivant les puis- 
sances de l’abscisse. Mais ces développements sont peu convergents et par conséquent peu 
applicables, lorsque le» inclinaisons ne sont pas très-petites. 

• Cette méthode a été employée par d'autres géomètres, parmi lesquels on doit citer 

Borda, Tempclhoff et Français. • 

» Ce» divers procédés exigeant de très-longs calculs, les géomètres ont cherché h rendre 
les équations intégrables, en modifiant convenablement l’expression de la résistance. Ils l’ont 
supposée proportionnelle au carré de la vitesse et k une fonction de l’inclinaison qui rende 
l’intégration possible, sans trop s’écarter de la réalité. C’est Borda qui ouvrit cette voie nou- 
velle-, il y fut suivi par Bexout, par Legendre qui perfectionna notablement la méthode de 
Borda, en adoptant une loi de variation moins inexacte, et enfin par Français, qui propos» 
encore une modification à la loi adoptée par Legendre. 

» Jusque-là on avait supposé* la résistance de l’air proportionnelle au carre de la vitesse; 
toutefois on avait reconnu la nécessité de modifier le coefficient suivant les vitesses, et on 
l’avait fait souvent d'une manière arbitraire sans obtenir néanmoins nn accord suffisant entre 
les formules et les résultats de l’expérience. 

» L’Académie des Sciences provoqua de nouvelles recherches sur cette importante théorie 
en la proposant, en 1837, comme sujet du grand prix de Physique; elle donna son appro- 
bation à un travail fait en commun par MAI. Piobert, Morin et Didion. 

» M. le colonel Piobert reconnut que, d’après les expériences de Hutton, la loi de la ré- 
sistance pouvait être représentée par deux termes respectivement proportionnels au carré et 
au cube de la vitesse. Il détermina, dans celte hypothèse, la valeur de l’espace parcouru et 
la durée du trajet en fonction de la vitesse. 

• La question était arrivée à ce point lorsque M. le capitaine Didion commença les recher- 
ches dont nous allons rendre compte aujourd’hui k l’Académie. 

» Observons d’abord que les problème» de la balistique ne sont pas de ceux qii on puisse 
résoudre sans employer di-s formule» générales, et par le seul emploi de Tables construites 
pour chaque genre de question». Le nombre de» données y est trop grand pour que Ton air 
pu songer à former des Tables où elles entreraient comme éléments avec, toute» les va- 
leurs dont chacune est susceptible. Ce n’est pas à dire qu’il ne puisse être très-utile d en 
construire qui aient pour objet de donner promptement les résultats de calcul» intermédiaires; 
mais on ne peut se dispenser d’avoir recours à des formules entre les inconnues et les don- 
nées des problèmes si variés dont la solution intéresse l’Artillerie. Ce que l’on devait proposer 
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'«fait donc le perfectionnement de la théorie dont les résultats ne représentaient pas suffisam- 
ment les expériences. 11. le capitaine Didion a très-bien senti que ce n'était pas la méthode 
de calcul, mais l’hypothèse elle-même qu'il fallait modifier; aussi, sans se laisser arrêter par 
les difficultés de l’entreprise, il résolut de reprendre théoriquement toutes les questions de la 
balistique en faisant usage de la loi proposée par notre confrère le colonel Piobert , et d'en 
conduire la solution jusqu'à l'application pratique la plus simple, 

• On devait craindre que cette loi , beaucoup plus compliquée, ne conduisit ii des formules 
.d'une application peu commode; mais l'auteur est parvenu à réunir la facilité du calcul à une 

plus grande exactitude, au moyen de Tables spéciales qu’il a imaginées et exécutées. Nous 
allons donner une idée rapide des résultats auxquels il est parvenu 

» Dans le tir sous les grands angles de projection au-dessus de l'horizon, on sait que l'é- 
quation différentielle de la trajectoire n'est pas intégrable; mais il sérail possible d'obtenir 
l’équation approchée d'un arc d’une certaine amplitude, en remplaçant la valeur variable du 
rapport d’un élément à sa projection par sa valeur moyenne dans l'étendue de l'arc que l’on 
considère. C'est ce qu'a fait M. le capitaine Didion , et il a obtenu , pour un point quelconque 
de cet arc de la trajectoire, l’ordonnée, l'inclinaison de la tangente, la dura) du trajet et la 
vitesse du projectile, en fonction de l'abscisse. Les expressions de ces différentes quantités 
sont très-simples; l'auteur leur a donné une forme semblable à celle qu'elles auraient si le 
mouvement avait lieu dans le vide, et l’on conçoit que cela était toujours possible en substi- 
tuant à des coefficients constants des fonctions convenables de l'abscisse. Mais ce qui est re- 
marquable, c’est qu'elles ont une forme telle, qu'au moyen de Tables peu étendues et que 
fauteur a formées, on peut eu obtenir très- facilement la valeur numérique correspondante à 
une valeur quelconque de l’abscisse. De cette manière, toutes les quantités que nous avons 
indiquées pourront être calculées dans l’hypothèse d'une résistance représentée par deux 
termes, l’un proportionnel au carré de la vitesse, et l’antre au cube, avec presque autant de 
facilite que si le mouvement avait lieu dans le vide. Mais , pour que ces résultats soient suffi- 
samment exacts, il ne faut pas que l'amplitude de l’arc soit trop grande, et M. le capitaine 
Didion a discuté avec soin les limites entre lesquelles elle devait être renfermée. Ayant ainsi 
déterminé* tout ce qui se rapporte à ce premier arc, qui commence au point de départ du 
projectile, onac transporte à son extrémité où l’inclinaison sera connue, et l'on recommence 
les mêmes calculs pour un second arc, et ainsi de suite. Le nombre de ces divisions est, en 
général, peu considérable. Dans le tir ordinaire des lourds projectiles comme les bombes, 
sous de grands angles de projection , pour les distances auxquelles ce tir conserve encore assez 
d’efficacité, et pour lequel les vitesses sont faibles, on peut embrasser à la fois toute la trajecloire. 

• Dans le cas du tir du canon et des obusiers, les projectiles sont animés d'une grande vi- 
tesse ; mais les angles de projection sont petits, par la condition de n’obtenir que des portées 
telles que les déviations ne soient pas trop considérables. Alors l’inclinaison dot divers clé- 
ments de la trajectoire est assez, faible pour que leur rapport avec leurs projections puisse être 
regarde comme égal à l’unité dans les termes où il multiplie les coefficients de la résistant de 
l’air. Les formules prennent alors une plus grande simplicité et permettent de résoudre les 
divers problèmes qui peuvent être proposés; elles trouvent particulièrement leur application 
dans le tir plongeant, ou tir à ricochet , sur une branche d’ouvrage de fortification. Les objets 
qui y sont placés, cachés aux coups directs par une masse* couvrante, ne peuvent être atteints 
que par les projectiles qui, passant un peu au-dessus de la crête de la masse rouvrante, 
viennent atteindre un point donné du terre-plein, ou pénètrent sous un errtain angle avec 
I horizon. 

• Os divers problèmes, dont la méthode de M. le capitaine Didion donne une solution 

simple et élégunte, n’étaient qu’imparfaitement résolus, même dans l'hypothèse de la résis- 
tance proportionnelle au carré de la vitesse. * 


(4 ) 

» L’auteur examine ensuite le cas où Ton peut faire abstraction de la pesanteur, comme 
dans le tir à grande vitesse et à petite distance; if est retombe sur deux relations qu'avait déjà 
' obtenues M. le colonel Piobert. 1 

» Il considère enfin le cas du tir à de petites distances, avec de lourds projectiles et de 
faibles vitesses. On peut alors supposer la résistance de Pair proportionnelle au carré de la 
vitesse, pourvu qu’on en détermine le coefficient pour chaque cas particulier. Les formules 
rentrent alors dans celles auxquelles on était déjà arrivé; mais elles se présentent sous une 
* forme plus simple par l'introduction des fonctions particulières dont nous avons déjà parte 
Néanmoins, par suite de la nécessité de déterminer le coefficient dans chaque cas particulier, 
les formules déduites de l'hypothèse plus générale sont encore les plus commodes dans l’ap- 
plication , a l’aide des Tables des fonctions calculées par l’auteur. 

► Dans un appendice au Mémoire, se trouvent résumés les travaux d’Euler, Lambert, 
l^gendre et d’autres géomètres qui s’étaient occupés de 1a question balistique , dans l’hypo- 
thesc d’une résistance proportionnelle au carré de la vitesse. L’auteur a ramené ces divers 
calculs à des notations communes, qui permettent de mieux saisir les rapports entre les ré- 
sultats auxquels ils conduisent. Il indique plusieurs perfectionnements à ces méthodes, et 
montre comment les calculs qu’elles nécessitent se trouvent simplifiés au moyen des fonctions 
dont il a déjà été question , et des Tables qu’il en a formées. 

» L’utilité des questions traitées dans le Mémoire de M. le capitaine Didion est suffisam- 
ment démontrée par les efforts des géomètres qui s’en sont occupes et des praticiens qui ont 
cherché à en faire l’application. Si les résultats de l’expérience se sont trouvés peu d’accord 
avec les indications de la théorie, c’est à cause de l’inexactitude de la loi adoptée pour la ré- 
sistance de l’air. Cela ressort évidemment des expériences faites à Gavres, de i83o à i84o, 
par l’artillerie de marine, sur le tir du canon et des obnsiers; ainsi que de celles qui ont été 
faites à Tou Ion sc en i833, et à Valence en i843 pour l’établissement de Tables de tira rico- 
chet. Mais lorsque ces recherches ont été confiées à la Commission des principes du tir de 
Met*, en i844» l’application des nouvelles formules a présenté un accord remarquable avec 
les résultats de l’observation. Les Tables résultant de ces formules sont actuellement soumises 
à l’examen du Comité de l’artillerie. 

* L’Académie avait senti toute l’importance de ces questions, lorsqu’en 1837 elle en fit le 
sujet du grand prix de Physique. C’est à cette occasion qu’ont été faites les expériences et les 
recherches diverses qui ont servi de point de départ au travail dont nous venons de rendre 
compte. Votre Commission pense que ce travail a beaucoup avancé la solution des problèmes 
de balistique, et lui a lait acquérir un bien plus grand degré d’exactitude, sans exiger des 
calculs trop pénibles. En conséquence, elle vous propose de donner votre approbation au 
Mémoire de M. le capitaine Didion , et de décider qu’il sera inséré dans le Recueil des Savants 
étrangers . » 

Ia?s conclusions de ce Rapport ont été adoptées 
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LA BALISTIQUE. 


AVANT-PROPOS. 

La balistique, ou la science du mouvement des projectiles 
dans l'air, a été depuis longtemps, et est encore l’objet des re- 
cherches des géomètres et des praticiens. Dans quelques circons- 
tances, comme dans le tir de plein fouet, il semble qu’on peut se 
passer do la connaissance du mouvement des projectiles, et qu’iin 
petit nombre d'expériences doit suffire pour déterminer l'angle 
de projection qui permet de frapper un objet à une distance 
donnée ; que , de plus , on peut y arriver par quelques tâtonne- 
ments, lorsqu'on ne connaît qu’imparfaitement cette distance; 
mais il n'en est pas de même dans certains cas, comme dans celui 
du tir plongeant ou tir à ricochet. Pour l’efficacité de ce tir, il ne 
suffit pas quelle mobile .effleure la crête intérieure du parapet, 
le seul objet sur lequel on puisse diriger le projette, il faut que 
celui-ci pénètre , en plongeant dans l’ouvrage , sous une inclinaison 
donnée ou renfermée entre des limites hors desquelles le tir n’a 
plus d'efficacité. • . • 

• De savants géomètres et d'habiles praticiens se sont occupés de 
ladialistique; mais ils ne sont pas encore parvenus à des formules 
représentant toujours avec une exactitude suffisante les résultats 
de l' expérience. Plusieurs causes y ont contribué : d'une part , 
l’expression de la résistance dê l’air a été basée en partie sur des 
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expériences faites aux petites vitesses et dans des circonstances 
différentes de celles qui se présentent dans le mouvement des 
projectiles; de l'autre, elle a été inexactement représentée par 
un seul terme proportionne! au carré de la vitesse. Aussi , s’est-on 
trouvé forcé de modifier dans chaque cas particulier le coefficient 
de cette résistance, sans parvenir, néanmoins, h représenter par 
des formules les relations données par l’expérience entre les por- 
tées et les angles de projection. » ® 

Depuis peu de temps, des recherches et des expériences nou- 
velles ont été* entreprises pour déterminer et pour exprimer les 
lois de la résistance des fluides au mouvement des corps : celles^ 
ci ont amené à représenter pins exactement cette résistance. On 
a distingué la nature du mouvement et le cas particulier des 
grandes vitesses de® projectiles de l’artillerie; et, au terme pro- 
portionnel au carré de la vitesse , on a été amené k ajouter un 
terme proportionnel au cube de cette même vitesse. 

L’expression de la résistance au moyen d’un seul terme, quelque 
simple quelle fut, n’avait copendant pas permis aux plqs grands 
géomètres d’arriver à une équation finie de la trajectoire pour 
des angles de . projection quelconques; si l’on a pu trouver dans 
cette hypothèse quelques propriétés de celte courbe, et le moyen 
de la construire par points à l’aide des quadratures, on n’est pas 
parvenu à en relier les différents éléments, tels que les portées 
et Les angles de projection , par- des formules suffisamment 
exactes. 

Quand on^mite les angles de projection à ceux que permet 
la construction des affûts des canons et des ohusiers, une simpli- 
fication peut être introduite dans les termes qui renferment l’ex- 
pression de la résistance de l’air ; on arrive alors à pne équation 
finie de la trajection, et l’on peut en déduire des relations di-^ 
rectes entre les éléments qu’on a à considérer dans le tir des 
canons et des obusiers. 

■ Cette théorie suffirait dans les cas les plus importants de la 
pratique , si l’équation de la trajectoire représentait exactement le 
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mouvement du projectile; mais, fondée suc une loi inexacte de 
la résistance de l’air, elle n’a pas présenté un accord suffisant avec 
les résultats de l’expérience. .. . • 

Les formules obter^s dans i'bypolhèse des petits angles -de 
projec'ion présentent, dans les applications au tir des bouches & 
feu, des exponentielles qui compliquent les calculs numériques 
et les rendent difficiles. Pour éviter cet inconvénient, on s’est 
contenté d'approximations souvent insuffisantes; de sorte que, 
même dans le cas du tir avec de gros projectiles, de faibles vi- 
tesses et à de courtes distances, cas du tir plongeant, le plus im- 
portant à étudier et celui où la théorie de la résistance propor- 
tionnelle au carré de la vitesse pouvait ètré particulièrement 
applicable, les formules n’ont pas présenté non plus l’exactitude 
désirable. . • . 

Il y avait doue à la fois inexactitude dans les formules du mou- 
vement des projectiles, erreur dans l’expression de la loi de la 
résistance de l'air qui leur servait de base, et incertitude dans la 
grandeur des coefficients constants- de cette expression. Dans cet 
état de choses, le désaccord entre les résultats des formules et les 
résultats de l’expérience ne présentait rien d’étonnant, et il était 
difficile de reconnaître à quelle cause il devait être plus particu- 
lièr&ient attribué. 

L’utilité de nouvelles recherches sur la balistique , basées sur 
les.lois plus exactes de la résistance de Pair, en fonction du carré 
et du cube de la vitesse du projectile, pour des angles quelcon- 
ques et pour le cas des angles de projection que permettent les 
affûts des canons et des obuaiers, se fait donc encore sentir, malgré 
les travaux d'un grand nombre de savants géomètres et- d’officiers 
instruits. Chargé de professer le cours de balistique à l’école d’ap- 
plication, j’ai dû m'en occuper. Mais, ri la loi simple de la résis- 
tance proportionnelle *au carré de la vitesse avait conduit à des 
solutions dont la complication avait engagé à modifier les for- 
mules et i se contenter d’un certain degré d’approximation, n’é- 
trit-il pas à craindre que les nouvelles formules ne présentassent 
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trop de difficultés dans les applications relatives au service de l’ar- -*• 

tillerie? • • 

Ayant pu isoler les fonctions par lesquelles les équations de la 
trajectoire, celles des inclinaisons, de Imitasse et de la durée 
diffèrent des équations du mouvement dans le vide, les équations 
se sont trouvées de même forme que dans ce dernier cas; par 
suite, elles se sont prêtées à la solution très-facile des divers pro- 
blèmes de balistique. 

Les fonctions par lesquelles les formules du mouvement dans 
le vide et dans l’air diffèrent entre elles, dépendent du produit 
de la distance du but par le coefficient du carré de la vitesse dans 
l'hypothèse d’un seul terme pour l'expression do cette résistance; 
dans l’autre hypothèse, elles dépendent d'une-fonction composée 
de la précédente et du produit de la vitesse, par le rapport des 
coefficients des deux termes de cette résistance. 

Ces fonctions se présentant dans presque tous les problèmes 
de balistique, le calcul de leur valeur numérique se retrouve 
dans chaque cas particulier. Pour simplifier les applications au tir 
des bouches à feu et pour les rendre très-faciles, j’ai calculé des 
tables de ces fonctions, et je les ai disposées de telle sorte , quelles 
servent également bien pour tous les projectiles et pour une gran- 
deur quelconque des coefficients de la résistance. • 

Ces fonctions sont dérivées les unes des autres ou dérivent de 
Fexponebtielle, suivant des lois très-simples, et elles peuvent être 
considérées comme des fonctions générales, ayant une applica- 
tion particulière à la balistique. Au moyen des formules données 
dans ce mémoire, on résoudra facilement toutes les questions 
qu’on peut se proposer dans le tir des projectiles; et, au moyen 
des tables dont on vient de parier, on pourra en avoir la solation 
numérique avec une grande facilité et avec toute l’exactitude dé- 
sirable. Dans le présent mémoire, -je donne un extrait de l'une de 
ces tables pour montrer la facilité des applications numériques. 

J’expose d’abord succinctement le résultat des recherches sur 
les lois de la résistance de l’air en ce qui se rapporte au mbuve- 
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ment des projectiles; j’expose ensuite les lois générales du mou- 
vement de ces mobiles projetés sous un angle et avec une vitesse 
quelconques , lorsque la résistance de l’air est exprimée par deux 
termes respectivement proportionnels au carré et au cube de la 
vitesse du mobile. Je donne le moyeu de calculer la trajectoire 
dans le cas le plus général , en la divisant en plusieurs grands 
arcs, et les tables particulières qui s’y rapportent; je distingue 
deux cas : celui du tir de très-gros projectiles, comme les bombes, 
aux distances habituelles où l'on en fait usage , et animés par suite 
de vitesses médiocres, et celui des projectiles projetés sous de petits 
angles au-dessus de l’horizon appbcable au tir de plein fouet des 
canons et desobusiers. Je donne les formules nécessaires è la solu- 
tion des divers problèmes qu’on peut avoir à résoudre ; j'indique 
ensuite le cas plus particulier du tir à ricochet, qui a lieu sous 
de petits angles et avec de faibles -vitesses, circonstance dans la- 
quelle il est possible de représenter la résistance par un seul terme, 
à la condition, toutefois, de déterminer le ooeflicient de la résis- 
tance qui convient à chaque cas. 

Je présente le résultat de ces recherches avec d’autant plus de 
confiance, que l’application d’une partie des formules a été con- 
firmée par l’expérience. C’est ainsi qu'appliquées au tir de l’obu- 
sier de a a™, qu’a exécuté, en 1 844. la commission des principes du 
tir de Metz, et en partant des vitesses initiales obtenua^au moyen 
du pendule balistique avec des poudres de même espèce, elles 
ont fourni les angles de projection qu’on a employés dans le tir, 
et qu’elles ont présenté un accord très-remarquable avec les ré- 
sultats directs de l'observation. 

A la suite de ce mémoire, j’ai traité de la balistique dans la 
supposition qui avait été admise jusqu'à ces derniers temps, que la 
résistance était simplement proportionnelle au carré de la vitesse. 
J’ai analysé les travaux des grands géomètres, Euler, Lambert . 
Tempelhoff, Legendre, Français qui s’en sont occupés, et j’ai in- 
diqtlé quelques perfectionnements dont leurs méthodes sont en- 
core susceptibles. 


I 


6 SJUfl LA BALISTIQUE. 

Je me propose de donner de plus le tracé général des trajec- 
toires particulièrement applicable au tir des bombes, le tracé des 
trajectoires des boulets et des obus, et la Solution graphique. des 
divers problèmes qu'on peut se proposer. . . - . 


RÉSISTANCE DE L’AIR AU MOUVEMENT DES PROJECTILES. • 

..... .. • , . . / * 

.| * I ■ . 

1 . 

La résistance que l’air fait éprouver aux projectiles, lorsqu’ils 
sont animés des vitesses qil’on leur imprime habituellement, 
exerce une grande action sur le mouvement de ces mobiles. On 
le reconnaît facilement en comparant entre eux les. effets qu’on 
devrait obtenir sans cette résistance, et ceux qu’on obtient réelle- 
ment dans le tir des projectiles; on.reconnait de même que cette 
action a d'autant plus d’importance que le projectile est d’un plus 
petit calibre ou d'une moindre densité, et qu’il est lancé avec une 
plus grande vitesse. Ainsi , fine balle de fusil qui, dans le vide, 
devrait être lancée sous l’angle de 45 ", pour donner la phis grande 
portée, doit l’être, dans l’air, sous l’angle de a 5 °. Avec la vitesse 
de 48o lucres par seconde, qui résulte de la charge ordinaire de 
guerre, la portée, qui serait dans le vide de 18,000 mètres, n’est 
que de 1000 environ, ou 18 fois moins grande; sous l’angle de 
4° 1/». la portée, qui devrait être de 3674 “ n’est que d’environ 
600“ ou 6 fois moindre. Dans le tir des boulets, le rapport des 
portées est moins considérable , et pour les calibres de 8 , 1 a , 16 
et a 4 , fcncés sous l’angle de 6° avec la vitesse de 485 mètres que 
la charge ordinaire de guerre imprime au ‘boulet, le rapport des 
portées dans le vide et dans l'air varie de 3 A a . 5 , suivant le ca- 
libre. Dans le tir. des bombes, l'influence de la résistance de l’air 
est encore moindre. Sous les angles de 45 ° et de 3 o°, la duréft du 
trajet observée dans l’air dépasse celle qui aurait lieu dans le vide 


«• 
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d'une faible quantité; e^in, on obtient des différences encore 
moindres quand on compare le rapport des portées des bombes, 
résultant de charges de poudre égales et des angles de projection 
de 45° et de 3o*, avec celui des portées qu’on obtiendrait dans le 
vide, sou? les mêmes angles, avec des vitesses égales. 


La recherche des lois de la résistance que les fluides oppo- 
sent au mouvement des corps solides, présente de grandes dif- 
ficultés, tant sous le point de vue mathématique que sous celui 
des expériences : aussi, malgré les travaux des plus célèbres géo- 
mètres, malgré les nombreuses expériences qui ont été faites an- 
ciennement et récemment, la question est loin d’être' résolue d’une 
manière générale, surtout sous le rapport de la forme des corps; 
mais pour les mobiles employés par l’artillerie, qui sont généra- 
lement de forme sphérique, la question est beaucoup plus avan- 
cée. Cette question a été traitée, sons le point de vue général, 
pr M. Poncelet. Ce savant géomètre, dans son introduction à 
la Mécanique industrielle, a groupé dans un ordre remarquable 
les faits nombreux relatifs à la résistance des fluides au mouve- 
ment des corps solides, et y a ajouté des considérations physiques 
fort importantes; il a ainsi jeté beaucoup de lumière Sur celte 
question difficile.' . 

Dans un mémoire que j’ai adressé à M. le ministre de la guerre 
le 1 o mai 1 845, j’ai donné à cette question l'étendue qu’elle com- 
portait pour la balistique en général ; ici , je ne m’en occuperai 
que d'une manière très-succinéte, afin d’afriver promptement à 
l’expression de la résistance qu’éprouvent les projectiles dans l'air 
dont j’ai besoin pour établir les formules de balistique. 

* 3. CONSIDÉRATIONS THÉOfllQCES. 

Des considérations très-simples sur la manière dont les fluides 
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agissent sur les corps en mouvement font voir que lorsqu'un 
"corps chemine parallèlement à lui-même dans un fluide en repos, 
et quil est animé d’une faible vitesse, la résistance qu’il éprouve à 
chaque instant est proportionnelle & la densité du fluide, à la su- 
perficie de la projection de ce corps sur un plan perpendiculaire 
à la direction du mouvement et au carré de la vitesse; de façon 
qu’en représentant par S, S et V, la densité du fluide, sa projec- 
tion et la vitesse du mobile, par q la résistance et par g la pesan- 
teur,, on aurait l’expression - 

. q = fcîS — , 

dans laquelle k est un nombre qui, dans thaque cas, devra être 
fourni par les données immédiates de l'expérience, . 

En considérant ensuite que pour des fluides. gazeux, comme 
l’air atmosphérique, qui sont réductibles de volume sous l’in- 
fluence de la pression, la densité est plus forte en avant du corps 
et plus faible en arrière que dans l’état d’équilibre du fluide, on 
voit comment pour de très-grandes vitesses, comme celles des 
projectiles de l’artillerie, la césisftnce croit d’une manière un 
peu plus rapide que le carré de la vitesse; de sorte que, dans 
l’expression ci-dessus, le coefficient k, ou la densité S du fluide, 
devrait être augmenté d’une fraction proportionnelle elle-même 
à la vitesse, ce qui revient à ajouter un terme proportionnel au 
cube de cette même vitesse. 

h. RESISTANCE DE L'AIR AEX FAIBLES VITESSES. 

... I» 

Les expériences, de Hutton et celles de Borda, faites avec des 
appareils de rotation sur des surfaces planes, avaient fait voir 
que la résistance de l’air était effectivement proportionnelle au 
carré des vitesses lorsque celles-ci n’étaient pas considérables, et 
elles avaient porté à croire que cette résistance croissait plus ra- 

. * Introduction k la Mécanique ■induatricl le, par JiV. Poncelet , deuxieme édition , page 5io. 
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pidcmcnt que la superficie. M. Thibault , par des expériences 
faites avec des appareils du même genre, fit voir que la résistance 
qu’éprouvait une même surface diminuait à mesure que sa dis- 
tance & l’axe augmentait; de sorte qu’en passant à un mouvement 
de rotation d’un rayon de plus en plus grand, ce qui le rapproche 
de plus en plus du mouvement rectiligne, la résistance devient 
de moins en moins grande. Elle ne resterait sensiblement pro- 
portionnelle à cette superficie qu'autant que la dimension dans 
le sens perpe^iculaire à l’axe serait proportionnelle à la distance 
de la surface à ce même axe; il résulte de lé qu’en appliquant 
sans modification au cas du mouvement rectiligne le résultat des 
expériences faites avec un appareil de rotation, on estimait trop 
haut la résistance de l’air. Cependant, on se servant des résultats 
des expériences de M. Thibault sur des surfaces de différentes 
largeurs., on peut en déduire la résistance qu’éprouverait celle 
dont la largeur serait négligeable devant le rayon de rotation, et 
qui 6e confondrait ainsi avec le mouvement rectiligne. 

Eu opérant avec les mêmes appareils sur des^olides de diffé- 
rentes formes, on doit aussi trouver une résistance plus grande 
que celle qui aurait lieu dans le mouvement rectiligne. C’est ainsi 
que llutton avait trouvé o,à(jà pour le coefficient A de la résis- 
tance de l’air sur une sphère, daDs l’expression . ' 

V’ 

? 

v* *>'•• A‘ -■> *• ■ i ’• ■ • > .«• . * 

tandis que les expériences entreprises par Newton sur la chute 
verticale dans l’air de globes en verre de même diamètre ont 
donné, d’après le calcul de Dubuat, A' = 0,537 sous des vitesses 
de o“ à 9“ par seconde *. . . 

Dans des expériences sur le mouvement rectiligne vertical de 
sphères dans l’eau exécutées à Metz en i 83G ■*, on a trouvé que 

1 Introduction 4 b Mécanitpw industrielle, par J. V. Poncelet. page. 65- 
* Mémoire présenté en concourt pour le grand prit de mathématiques do l'Institut , per 
MM, Piohcrt, Morin et Didion. . *> • 
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pour des sphères de o“,i t8, o“,i»g, o“, 1 48 , o“j 6a , le coeffi- 
cient de la résistance proportionnelle au carré. de la vitesse, et 
rapporté à une section d’un mètre carré, était respectivement 
a i,a, 3i,a, .33,4, 3 3 ,<). D’après le résultat de ces expériences, 
la résistance parait ne varier que très-peu avec l'étendue des sur- 
faces dans les limites des dimension» des boulets et des obus en 


usage. • 

5. sésiSTAHCE DE X'kik AM GBANDES VITESSE?. 

Ce qui précède ne se rapporte qu.’à la résistance aux faibles vi- 
tesses; lorsqu’il s’agit de mesurer k résistance aux vitesses beau- 
coup plus grandes, on emploie un procédé particulier. Ce pro- 
cède consiste, comme on sait, à mesurer, à deux distances diffé- 
rentes d’une bouche à feu, la vitesse de deuxprojectiies ayant la 
même vitesse initiale. Eu comparant la force vive perdue à l’é- 
tendue du chemin parcouru , on déduit la résistance moyenne 
qu’a éprouvée le projectile animé de la vitesse moyenne entre les 
deux vitesses ol^ervées. 

• _ ê. sésoiTAW ot mwros. > 


Hiittou, dans les années 1788 A 1790, a fait avec un pen- 
dule balistique des expériences de ce genre; elles ont été éten- 
dues : pour le boulet de 1 livre, depuis 100* jusqu’au delà de 
600“ par seconde; avec le boulet de 3 livres, depuis la vitesse 
de 3 7S® jusqu’à celle de 5ao“, et pour le boulet de 8 livres, de- 
puis 365* jusqu’à S5o*. Hutton en a déduit les résistances cor- 
respondantes aux vitesses des projectiles, d'après lesquelles la ré- 
sistance croîtrait plus rapidement que le carré de ta vitesse. Cette 
résistance, exprimée par le coefficient k de la formule citée plus 
haut, est approximativement 1 ; • 

Vitene» (m. parue..). ) 3 5 10 25 50 1 00 ÎOO 300 400 500 000 

Valeur» defc 0,59 0,61 0,62 0,63 0,07 0,0» 6,71 0,77 0,88 0,90 1,04 1,01 

1 Introduction à la Méc«niq«e^ etc. page 6»$. \ «•* 


Digitized by Google 



SUR LA BALISTIQUE. Il 

Les nombres qui représentent les résistances ont été obteilUs 
par des méthodes d’interpolation imparfaite, et ces résultats ne 
s'accordent pas avec les effets naturels, surtout pour les faibles 
et pour les grandes vitesses. M. le colonel Piobcrt a remarqué 
que, pour les grandes vitesses, le coefficient de la résistance avait 
été déterminé par des résultats trop faibles; de sorte que l’exis- 
tence d'un maximum n’est pas démontrée. Quant aux faibles vi- 
tesses, le coefficient a été déterminé d’après les résultats obte- 
nus dans le mouvement circulaire; ils sont par cela même trop 
grands quand on les applique au mouvement rectiligne. IluttOn , 
dans ce cas, ne tenait pas compte de l’influence qui pouvait être 
due à la grandeur du diamètre des projectiles. 

. 7 - FORMULE DE M. LE COLOÜEL PIOBERT. 

• A, ...... 

M. le colonel Piobcrt, reprenant les résultats immédiats des 
expériences de Hutton sur les boulets, et non les résultats por- 
tés dans les tableaux des vitesses dites régulières, en a construit 
une courbe dont les ordonnées représentaient les vitesses succes- 
sives que possédait' le boulet en traversant des couches d’air pro- 
portionnelles aux abscisses et il a obtenu des résultats réguliers. 
Les résultats relatifs au boulet en fonte de t livre ou de o m o49g6 
de diamètre et exprimés en mesures métriques sont contenus dans 
le tableau suivant ; • 

Vue».®, co m^iro.. . . 100 150 200 200 300 330 400 430 300 350 000 
RétuUoce en Lilogr. 0,81 1.93 3.08.0,10 9.35 13,50 18.30 24,00 31,80 40,30 30.00 

. . • . , J * • . •/*,*. ^ 

Ce tableau fait voir que les résistances croissent plus rapide- 
ment que les carrés des vitesses, et M. Piobert a reconnu que, 
par l’addition d’un terme proportionnel au cube des vitesses, on 
représentait assez bien ces résultats, de façon que le carré de la 
■vitesse devait être remplacé par V* -I- BV*. et que la valeur de 
B = o,oo 1 7 satisfaisait assez bien pour toutes les vitesses. 

La discussion approfondie et comprative des résultats fournis 
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difèctcment par les expériences de Hobins et de Hutton , sur les 
projectiles de petit calibre, et par celles de Newton, Desagoiliers, 
Borda, sur les sphères d’un plus grand diamètre, animées de pe- 
tites vitesses, a conduit M. Piobert à regarder la résistance comme 
croissant plus rapidement que l'étendue des surfaces; de sorte 
que la superficie s du grand cercle devrait être remplacée par le 

ternie * \/o,'o 1 î s d- 0,00 1 2 I , le mètre étant l’unité de longueur, 

* ' &¥> « 'f:' %*■ • .... .. ■■■■ ■ » ■ ■ W * J - 

et qu’en faisant pour abréger n = r yo.oia 1+ 0,0012 t, en 
négligeant un terme très-petit indépendant de la vitesse, et qui 
est tout à fait négligeable quand il s'agit du mouvement des pro- 
jectiles, on a 

j = mV J -f- nV‘. " ’ 

Dans cette hypothèse, M. Piobert a trouvé la relation entre les 
longueurs ou les durées du trajet et les vitesses de projectile dans 
le mouvement rectiligne, abstraction faite de la pesanteur 1 . 

■ > . 8; formule modifiée: >. • » • : 

La formule de M. le colonel Piobert, basée en partie sur le 
résultat des expériences de Hutton aux petites vitesses avant 

Î juon eût reconnu l’influence du mouvement circulaire sur la va- 
eur de la résistance, devait par cela même donner des résultats 
un peu trop forts pour les gros projectiles et pour les faibles vi- 
tesses, ainsi que ce savant officier l’a reconnu lui-même 5 . 

En )64o, en comparant la formule de M. le colonel Piobert 
au résultat des expériences de la commission des principes du tir, 
faites en i83g au moyen du pendule balistique fiour déterminer 
la résistance de l’air au mouvement des projectiles de l’artillerie, 
j’avais aussi reconnu 3 que celte formule donnait des résultats trop 
forts pour les gros projectiles de l’artillerie. 

. 1 Introduction à U Mécanique , ptr J. V. Poncelet , page 05 1 f et mémoire cité. • ♦ * 

* Ibid, page 6ao. ; ^ •*> 

* Mémoires sur les titesseS i ntt taies des projectiles , présentés au comité «fattilitric, sep- 
tembre * 8 Ao. . a. A , *• », t ,*■ \ 
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Les expériences faites par la commission des principes du tir 
de Metz en i84o, sur le tir des boulets de 8 , de la, de a4 et 
d'obus de a î 4 ™, tirés à diverses distances sur un pendule balis- 
tique avec des vitesses qui ont dépassé celles dont on fait habi- 
tuellement usage, ne laissent aucun doute suivie fait que la résis- 
tance croit plus rapidement que le carré des vitesses. L'ensemble 
des expériences m'a donné pour expression de la résistance sur les 
gros projectiles, à la température et à la pression moyenne de l’air 
durant l’été à la densité i, j 74 , , 




V 


i =.o,o24wR‘ (i -h o,ooa3V)V'. 


»/»f •'irl 

r»«c. . 


üans cette expression, le coefficient du carré de la vitesse est 
diminué comparativement à celui qui a été indique plus haut, et 
le rapport des coefficients est augmenté. 

M. le colonel Piobert, en reprenant les expériences de Hutton, 
faites avec des boulets de 1 livre et de 3 livres, et quelques-unes 
avec des boulets de 6 livres, a trouvé aussi que la résistance était 
moyennement mieux représentée par l’expression 

t • •• •• > S .. t«i r •• • ' 

? = o,o3o686*R'(i - 1 - o.ooa3V )V*. 

• i ■ . 

J1 est très-reinarquable que les coefficients du cube et du carré 
de la vitesse soient exactement dans le même rapport, quoique 
provenant d'expériences faites en des lieux différents et avec des 
calibres différents : on peut donc admettre avec sécurité o.ooad 
pour ce rapport. Quant^hu coefficient du'earré de la. vitesse, il 
présente une différence qui peut tenir à la grandeur du calibre 
ou à d autres circonstances; mais quand il s’agira des gros projec- 
tiles i^;l artillerie , il nous semble que, sans rien préjuger sur 
1 que peut avoir la dimension du projectile sur ce coeffi- 

cient’, en tenant compte, toutefois, de la différence de densité de 

0 apri» du recherches frites poslirir uremeut t 11 présentation de ce Rémoise , jfri été 
conduit i prendre , pour la deneité moyenne de l'tir dans Tannée o.sog, le rocQicient du 
carrt de la rilaaae égii è o,o»7, pour des boulais de o*. i S de diamttre . el I le frite venir 
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l'air, on devra prendre de préférence le coefficient résultant de* ex- 
périences deMetx.ou un nombre intermédiaire pourlcs plus petits. 

En tous cas, nous devons admettre que la résistance de l’air 
peut être représentée par la somme de deux termes respective- 
ment proportionnels au carré et au cube de la vitesse du mobile, 
et que cette résistance sera, en général, 

. " î = AwR’ (i -+■ ;)v*. ':v; 4 

Pour tes recherches analytiques dont nous nous sommes occupés', 
il nous suffit que cette expression soit admise; mais il est néces- 
saire d’avoir les valeurs numériques pour les applications. Celles 
que nous donnons pourraient être modifiées sans que nos for- 
mules et nos tables perdissent de leur utilité. 

MOCVEMENT DES PaOtECTIt.ES SOCS tES GRANDS ANGLES DE PROJECTION. 

.... •, , 9. eoNsmésATions cé*iRAUE9. s . ». 

. 

La solution générale de là question du mouvement d'un pro- 
jectile dans l'air a été regardée comme un des plus difficiles pro- 
blèmes d’analyse. H a été à plusieurs reprises proposé au concours 
par les sociétés savantes, et, les géomètres les plus distingués ont 
essayé de vaincre les difficultés qu’il présente; Euler, Lambert, 
Bezout, Borda, Tempelhof, Legendre, Français, Font attaqué 
par des méthodes savantes et profondes , dans l’hypothèse de la 
résistance du milieu proportionnelle carré de la vitesse du 
mobile; cependant, aucune méthode rigoureuse n’a p*u jusqu’ici 
exprimer une relation finie entre Fangle de projection, Ja vitesse 
initiale et l’amplitude du jet; peut-être même ne pourra-t-on 
jamais résoudre cette question dans toute sa rigueur ; l’on 
a dû recourir à des méthodes d’approximatiôn. Dans les uTOs, on 
a rejeté des quantités qui embarrassent lé calcul et qui ne sem- 

avec le calibre , de minière à représenter le résultat des expériences de Hutton. On s'occupe 
encore dane lartilierie d'eapérieboes à.ee sujai. „ ... « t*« ' * ' 
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blcnt pas influer d’une manière sensible sur les résultats; dans 
les autres, les résultats ont été exprimés par des séries qu’on est 
dans l’impuissance de rçmplacer par des expressions finies. 

Si les difficultés du problème du mouvement des projectiles 
dans un milieu résistant ont été aussi grandes lorsqu’on a supposé 
la résistance simplement proportionnelle au carré de la vitesse, 
quelles ne devront pas être celles que présenterait ce même pro- 
blème dans l’hypothèse d’une résistance exprimée par deux termes? 
On ne peut donc espérer que de le résoudre par approximation. 

Dans l’espèce et le degré d’approximation que nous recher- 
cherons, nous aurons toujours en vue les applications utiles, et 
nous éviterons de compliquer outre mesure les formules, dans 
le seul but d’embrasser des cas qui ne se rencontrent pas dans 
l’application. C’est peut-être pour n’avoir pas été assez pénétrés, 
de cetto idée que les géomètres distingués qui se sont occupés 
de balistique, et en particulier Legendre, n’ont pas amené cette 
science au degré d’utilité qu’elle devrait avoir atteint. Nous con- 
sidérerons néanmoins le cas le plus général du tir sous de très- 
grands angles de projection et avec de très- grandes vitesses, 
quoiqu’on c^^sse peu d'application, à cause de l’incertitude d’un 
tel tir; mais nous nous attacherons plus particulièrement au cas 
des vitesses modérées, le plus habituellement usitées dans le tir 
sous les grands angles de projection , et au cas de grandes vi- 
tesses sous les petits angles *. 

Dans ces deux cas, il n’est pas possible de représenter la résis- 
tance par un seul terme proportionnel au carré de la vitesse, 
même en déterminant le coefficient de la résistance pour chaque 
cas particulier, parce que la vitesse est trop variable depuis le 
point de départ jusqu’aü point d’arrivée. Dans le tir sous 45°, par 
exemple, cette vitesse varie dans un rapport plus grand que celui 
de i à ou d’environ ro k 7 ; par suite, les formules auxquelles 

, t , ^ / a ... 

' Dam uo mémoire adressé tu comité de l'artillerie , mai 1 S 44 , noua avons déji traité Je* 
Isia de la rtliaUnce da l'air et du mouvement des projectiles dam le cas det petite angles de 
projection. Dans an second mémoire, en i8i5. nous avons traité le tir sous les grands angles. 
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sont arrivés tes savants géomètres dont nous avons parlé, repo- 
sant sur tins loi inexacte de la résistance de l’air, ne peuvent pas 
représenter exactement le mouvement de» projectile*. La question 

analytique, sous ce rapport, présente tlonc des difficultés nou- 
velles plus grandes que celles que l’on a déjà surmontées. • . • 

. ,-v .*■ ■ V- .. 

- . 10. éoUATIOX DIFVÉMNTIBU-E IX LA TftAJBCTOlftE. ;r > 


Spit O le point de départ du projectile, V sa vitesse initiale 



suivant OA, ? l’angle de projection au-dessus du plan horizontal, 
h la hauteur due à cette vitesse, P le poids du projectile, R son 
rayon , D sa densité , x <!ty TahScisse et l’ordonnée flrn point quel- 
conque M de la trajectoire ; soit de’ plus i la longueur de l’arc 
OM, t le temps employé à le parcourir, v la vitesse au point M, 
0 l’inclinaison de la tangente à la trajectoire ou de la direction 

du mouvement du projectile au même point; faisons p on 

aura p=rtaog. 6 , cos. 0 sin. 6 ~ J £, et v = soit encore 5 
la pesanteur, ou la vitesse acquise par un corps après la première 
seconde de sa chute dans le vide et y la valeur de la résistance 
de l’air, que nous savons être représentée par une expression île 

la forme g ~ nv* ( i~h ' \ ; dans laquelle p = A»R’ et A — 

V ~ T f '■ t" jj’ 

<5 étant la densité de l'air, k et r des coefficients déterminés 

P : ' " . ‘ " 

par l’expérience. - étant la massç du projectile , la force accé- 
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SUR LA BALISTIQUE. 

lératrice due à la résistanéfe de l’air sera que nous re- 

, . » . • • * 

présenterons par y; les composantes horizontales et verticales 
de cette résistance seront a'v et e'%- 

La direction initiale du projectile étant comprise dans le plan 
vertical des coordonnées, la pesanteur agissant dans ce plan et 
aucune autre force que la résistance de l'air n’ayant action sur le 
projectile, celui-ci ne sortira pas de ce plan; on aura donc poul- 
ies deux équations du mouvement, parallèlement & chacun des 
axes des coordonnées, 

(a) d^-+- ? '^dt = o et dt-+- p '^d(-f-ÿdt = o (6). 


Observons que si le poids P était celui du mobile mesuré dans 
le vide, le poids dans l’air serait diminué du poids d’un volume 
d’air égal à celui du corps ou de P -g-; par conséquent , le poids P 

devrait être remplacé par P ^ 1 — —J et la force accélératrice due à 
la pesanteur par g ^ i ^ j ; mais, pour les projectiles de l’artil- 

lerie, le rapport ^ est assez petit pour qu’on puisse le négliger 
devant l’unité. 

Effectuant la différentiation, en regardant dx comme constant, 
on tire de l’équation (a) 

(Pt ,dt , . 

- — P -=°. 

• »... • • 

Observant que dy—pdx, et que, par suite, d'y — dpdx , la 
différentiation de l’équation [b) donnera * 


dpdx 

~ÏT 


- +.• & +»*=■>.• 


Ajoutant membre à membre à cette équation la précédente mul- 
tipliée par dy, on aura 

(i)- -+- gdt = o,. ou dpdx -N» jdt* o. 

1 


Digitized by Google 



18 SUR IA BALISTIQUE 

Cotte équation, comme on voit.^st indépendante de g et sub- 
siste, quelle que soit la relation de la résistance à la vitesse. 

En différentiant cette équation, puis en tirant la valeuf de (£t, 
divisant celle-ci par. la valeur de df* tirée de l’équation ( i ) elle- 
même, on aura - . <• 

. - • dU 

t , „ • . dt* a dp,dt j * 

Soustrayant cette équation, de l’équation — , — g ^ = o , on 

aura .... ... , . ■ 




a dp.dt * 


Or, en faisant ae = — et en remplaçant u par on a 

• v. •' ‘ > . > if ! - » *i\ - : . ‘ 

9 = TcdT’V^-rlû)- 


L’équation — devient donc 


« ds 1 i <fr\ t P p 

te dt \ rit ) tdpdt' 


ds 


Tirant de cette équation la valeur de — et élevant au carré, on 


aura 


— — ,y. 

*f \d,.dp )' 


en substituant à dt' sa valenr tirée de l'équation générale dpdx 
-h <fdP = o, on aura 


(j£f_ 

\d..dp 


* ) r* dp.dx 


Enfin, remplaçant ds pq( sa valeur dx^i -4- p*, puis p par — , ^ 
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par j-, ^ par ~ , on aura pour l’équation de la trajectoire 


(ï0r, - PP - (*S • - Sv/^Ê)' 


Cette équation est trop compliquée pour que les moyens con- 
nus d'intégration permettent d’arriver à une expression finie entre 

x et y. 

Si l’on fait - — o , ce qui est le cas de la résistance propor- 
tionnelle au carré de la vitesse, l’équation précédente devient 
simplement ' -■ • . 

(a) cd'p — - dpdx V*~-4- P‘ o. 

’ > 

C’est sur le système des deux équations (i) et (a) qu’ont été 
fondées ju9qu’ici les recherches entreprises pour la solution du 
problème balistique. Elles n’ont pu conduire, même dans ce cas 
simple, “les grands géomètres Bemouiliy, Euler, .Lambert , Tepi- 
pelhof, Français, qu’à des valeurs approximatives ou .exprimées 
par des suites infinies, dont ils ont calculé un certain nombre 
de termes et qui forceraient dans les applications à des calculs 
numériques très-pénibles. Ces difficultés n’ont pu être évitées par 
Borda, Bezout, Legendre et Français,- qu’au moyen de formules 
dont le degré d’approximation a dépendu des complications aux- 
quelles ils ont consenti à s’astreindre. Nous essayerons de suivre 
une marche différente, et qui nous conduise plus promptement 
aux résultats que nous cherchons. , t 


11 . iqcATfcm différentielle dus abc de tha-irctojre. 1 
Reprenons les équations premières (a) et (4) du mouvement 



S. 


* 
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Effectuant la différentiation, en regardant dt comme constant, 
remplaçant g par sa valeur -j, et faisant comme précé- 


demment ic = — , on aura 
*S 


(3) « J— ie(,+:)|-,.. w. 

L'équation (4), par la substitution de la valeur du facteur de ^ 
de l'équation (3) , devient 


* 

de 9 


(Px dt djr rf*x rfy 

dP dx dt ^ ^ dP dx ' 


or, on a dy — pdx ou ■^== p^, d’où, en différentiant , ~ = p‘~ 
^ ^ et, par conséquent, en substituant ^ et en observant que 
p =‘t-, on aura . 

1 as - 


( 5 ) 


dp dx 

HTt — ~ 9- 


Pour fcire disparaître la différentielle dii temps et avbir une 
équation de la trajectoire, reprenons l’équation (3) 

7=rr-» 1 ( , + 7 )j. 

rff 

La valeur de — , qui représente le rapport d’un clément de 

l'arc de la trajectoire à sa projection, est variable ÿ'un point à 
l’autre de la courbe; mais lorsque l'on ne considérera qu’une cer- 
taine étendue de l'arc décrit, on pourra remplacer la valeur variable 

de ^ par sa valeur moyenne dans l’étendue de l’arc, c’est-à-dire 
par le rapport de l’arc entier î & sa projection x; soit a ce rapport. 

• . dt ds . dx 

Puisque la vitesse v est égale à — ou à — — , on aura aussi »=« — : 
d’après cela , l’équation d’tm arc limité de longueur sera 
Px 


Px a / da\t I a cür \ 

dP tt \ dt ) \ 1 r dt / 
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et en représentant par v, la composante horizontale ^ de la vitesse 
en chaque point, on aura 


d»| 

H 




et puisque on aura aussi, en divisant membre à membre. 


dtt, • / a \ 

âT = — (* 7* , 0* 


Ces équations donnent la valeur de dx et de dt en fonction de 
»„ et on peut les intégrer; en effet, on aura par les procédés 
connus 1 

dx = — 

d'où 

t — — ^ j log. v, — log. (i -+- cons. =ylog. — — (- const. 

Déterminant la constante par la condition que la vitesse initiale 
spit V, c’est-à-dire qu’à la fois x soit o et que la valeur de v, soit 
la composante horizontale de cette vitesse ou Vcos.p, que nous 
représenterons par V, , on aura 



d’où l’on lire la valeur de v, ou de — , 



1 Si l'eapreasion de p contenait d'autres puissances de fa vitesse que la deuxième et la tro*- 
•tème, on obtiendrait également colla de tir en fonction rationnelle de *, et son intégrait. 


à», 


2C ( dv, * * • d» 1 , 


*,(»- 


1 — 4 — “ 
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32 SUR LA BALISTIQUE, 

élevant cette quantité au carré , et divisant membre à membre 
avec 1 équation (5), on aura pour l'équation d'un arc de la trajec- 
toire 

<«> 

• * • » > . ,‘i * • 

12. ÉQUATION FINIE D’UN ARC DE LA TRAJECTOIRE. 

Faisant passer dx dans le deuxième membre, développant le 
y s 


carré et remplaçant ou — par -, 

... * V»* rçor^ 1 iAcos*^ 


, on aura 


^ I ( 1 ^ t) ’ e ‘ - a e “ ( ■ ^ t) ; v ■ 5 v - 1 ^ - 

intégrant et déterminant la constante par la condition qu’on ait à 
la fois x = o et p = tang. on aura, puisque p = y, 

- 3H> 

faisant passer dr dans le deuxième membre, intégrant et déter- 
minant la constante par la condition que l’on ait à la fois x — d 
et y = o, on aura 


| e* / >V,\« 

«S 

( -T eue \ 

-(«H 

le 1) 

(«' \ ' 1 

\ * / 


en mettant cette expression sous la forme 


« w — — — i 


*' 1 / «V.Y» •" * .*■ / «V,\ «V, a c «‘V,*) 

xta "g^-^i( , + Tj--Tpji a ( 1+ T )T .py + -?\- 

En représentant par une même caractéristique F la forme des 
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et qüi ne 

diffèrent entre elles qu’en ce que — est remplacé par —, c’est-à- 
dire écrivant 


• *x *x 



l’éqüation de la trajectoire deviendra 


fonctions de x, qui multiplient (> ■+*?)* 0t {’ 


r = xtang.<p- jiï ^j(a-t-^)* f(^)- a ( ^ p (^) . 


Telle est l'équation d’un arc de la trajectoire dans l'air lorsque 
la résistance de ce fluide est exprimée par deux termes propor- 
tionnels, l’un au carré, l'autre au cube de la vitesse. 

Si l’on compare cette équation à celle de la trajectoire dans le 
vide, qui est, comme on sait, 


y = x tang. ç> 


** 

UcoéV 


on verra quelle en diffère en ce que le second terme eatmidsmlié 

par une certaine fonction de x et de V, divisés respectivement 

c . y "• * 

par les constantes - et — . En représentant cette fonction par 
+ (x, V,), c’est-à-dire en écrivant 


l’équation de l’arc de la trajectoire deviendra simplement 
7 — ^tang.? — ~^(x,V0- 


13. mctiaaisoa, Dosés, vitsssï. 

La valeur de l’inclinaisoii de la trajectoire en un point quel- 
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conque s'exprime aussi très-facilement au moyen de la valeur pré- 
cédente de p, qui n’est autre que tang. 0 : on aura donc 

t.Dg.*=tang.e— ^|;('+ t)‘( 

expression qu’on peut mettre sous la forme 

a* m* 

t*ng.9=tang.?-^[(i + ^) , (^)- a (, + ^)^(^)+^ 

C SC 

En représentant par la caractéristique F les fonctions de x qui 
entrent dans les deux premiers termes sous la parenthèse , c’est- 

à-dire en écrivant — — -- == F' j et - — j— = F' j, on aura 

• * * c 

tang. 6 = ung. + ^ - a (t + ^) —F' g) + Ç|. 

Enfin, en remarquant que la quantité comprise entse paren- 
tW |P est composée avec F j comme la fonction 4- qui «e trouve 

dans l'équation de la trajectoire l’est avec F j , nous pourrons 
la désigner par et écrire 

hT)*® - > <•+*) yà + f v, i 

% 

L’expression de la tangente en un point quelconque de la tra- 
jectoire sera donc simplement ’ * ' 


tang. 6 = tang. ? — V ( x, V,). 
Dans le vide on aurait, comme on sait, 
tang. B = tang. <p 
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..L'expression de l'inclinaison dans l’air nedifflire donc de celle-ci 
qu’en- ce que l'abaissement angulaire - -*■ - doit être multiplié par 
la fonction (a, V,). 

1 4- I-a durée du trajet en fonction de la vitesse du projectile 
se déduit de l’équation 

' Jfr S*); ' * 1 i- 

' . J r 1 1 ' >t fc .* 

d’où l’on tire, par les procédés connus, 

’ . •• > ’i , t *’ ’V- - • • 

j- ic " ' tf, - *e » a A, ^ a 1 A, 


• ..(.-A) f • , * 

, \ +* 9 * 1 ^ :* *' l V 


> ». 




çt en intégrant 

7 i r -t-4-;l°g.*^^l°g. (1 H—#.) j V const. = ^|~— jlog. — |-h const. 

• ♦ , < % 

'* Déterminant la constante par la éondîtion qu’au éommencê- 

inent du mouvement, /.soit égal à séro, et que v, soit la compo- 
sànts JmrUontàfe de u vitesse initiale. auVcoa,^=Ÿ,, on aura 


7-v— >* 


S H 

« *1 


r » i 

«y, 1 


, =rk-ï-TH» 4-7 ft> 

* *rt.: -ti}- .>îk, 4, *M»ab AjLafc pq4*\qrn ' ' -i :qira> Hy » 

en vertu de la valeur précédente de x, la valeur de 1 se simplifie 

et devient .-.■<■■ ' '*'* '* * *i •/'^v 

I -Jirpi i| ,.j. 1 .•••!} tb. oa> «U«*p 

iq r>.’é* ms *■*»'• •'*’■ 
S-i 


''«iqÜSnu. ’»r*l -»%p’ 'S« • » 


Sivde pfcir T eWT»tifcstitue * u, U valeur nnfonètio* d# */ oA 
aura pour la valeur de /, .«*•*( *i»j ’• .*• ■*. >.1» \ e«r« 
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On arrive plus directement à cette relation en partant de la va- 
leur de », ou ^(4) ; en la renversant, on obtient 

* *■* ■ • - 
* v •’ r d( '» “*■ /* «VA ■ *• - • • 

r.=V "(’-'-r)—,’ 

en intégrant et déterminant la constante de façon qu'on ait à la 
fois £■= o et t = o, ti vient, comme ci-dessus, 

* »*•-"* * 

En mettant cette expression sous ja forme 

X .v lV «“— * d 

,• . ,=3 î: ( ,+ t)- _ . - 


on reconnaîtra que le facteur de i --f- — est ce que nous avons 

représenté par la fonction F* , de sorte qu'on aura , en sc rap- 

pelant que V, = Vcos.p, 

.'v : 

Si l’on compare cette expression de la durée k celle qui aurait 
lieu dans le vide, qui est, comme son sait, ( on verra 

quelle n’en diffère qu'en ce que celle-ci doit être multipliée par 
le facteur entre parenthèses , qui est une fonction particulière 

de F' ^ J et de ^ , que nous représenterons par le caractéris- 
tique x*. c’est-à-dire que nous écrirons ' . ' ! *_ ~ •' 
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d’après cela, l’expression de la durée sera ' \ - *f < 

-■ - .V 

15. Nous avons déjà trouvé pour l'expression de la vitesse 


\ - • ■ / ' : 
,4 f > 


V, 




et en remarquant que le dénominateur de V, est formé avec e" , 
comme le facteur de , dans Pexpression de la durée, l’est 

avec F (^). on verra que l’on peut également le représenter par 

une caractéristique x*. en faisant ^ i -+- — V,J e“ — x{ x > V,), 
de sorte qu’on aura . * * 

V, . 

•• • ; -V 

en remarquant de plus que V, = V cos. p, et que e, x= V cos. S, on 
aura pour valeur absolue do la vitesse, en un point quelconque, 

* ' = >••••-'■'■ - * r ' . 

V CM? 

* y' (». Vj) eos?- 

Dans le vide, on aurait simplement, comme on sait, ' .. •' * 


t i \ .*■ * 


ü=V^. 

S- » - • OM0 


* » * • * « 

16. RELATION ENTRE SCS FONCTIONS PAR LESQUELLES LES ÉQUATIONS KO 

MODE BUC NT DANS LOU* MPCSUNT M CELLES MJ MOUVEMENT HANS U VIDE. 

J> *.-I .« . ’t e.. ■ ' f 

U y a entre les fonctions par lesquelles les équations du 
mouvement dans l’air diffèxeat de celles du mouvement dans la 


A. 
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vide des relations qu’il est utile de connaître; trois de ces fonc- 
tions. en représentant par a la variable, sont les suivantes : 


e*, '-Z!= P ' acl !^l!: 

. ‘ V - . 

— *■ - i r v* - 


La première est l’exponentielle , dans laquelle e est la base des lo- 
garithmes naturels et égal à 3,718381828; sa valeur est ex- 
primée par la série convergente ‘V . , 


• v e*-gaè l-t-- -4- •+• imjjr l\ > H»»otc-;-. •• 

/ ‘ *1 ,*-*--»eé> s 1 v; . 

la seconde se forme de cette première en retranchant le premier 
terme du développement él en divisant le reste par. lé second 
terme ; elle a pour valeur 

'Y * - •• - M /* s î * irn*'!» 1 ! ~H- >' V*vp)Wi>r| *v «i/. 

F> W — "■ 

la troisième se forme également de la première, lorsqu’on en 
retranche les deux premiers termes du développemenl , et quoi) 
divise le reste par le troisième terme ton a alors 


m I # * 


n à . «* a* 

Fa= , -f- -f- etc. 


Il est facile de voir qu'enlre Fa et Fia , il y a cette relation 

f'g — j f» __ j ‘ , ^ • 1 

F»= — — , aualogueà celle-ci F'«= ——.laquelle consiste, pour 

l’une et pour l’autre , à retrancher le premier terme du dévelop- 
pement et à diviser le reste par le terme suivant. 

Chacune des trois fonctions e*, F‘(a), F (a), a l’unité pour pre- 
mier terme- de son développement; lea autres -termes étant tops 
positifs, ces fonctions sont toujours plus grandes que l’unité , et 
elles s’en rapprochent d’autant plus que a est plus petit; elles ne 
se réduisent î l’unité que quand a est égal à téro; <-'■* • 

C Les seconds termes des séries qui expriment les valeurs de ce* 
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trois fonctions sont respectivement a, ^ a , ja; les troisièmes 

ternies se déduisent du deuxième , en augmentant l’exposant du 
numérateur d’une unité, et en donnant au dénominateur lui se- 
cond facteur égal au précédent, augmenté d’une unité; les qua- 
trièmes termes et les suivants se déduisent des précédents de la 
même manière. Qn voit par là que, quelle que soit la valeur de a, 
hors le cas où cette quantité est nulle, la valeur de F'a est plus 
petite que celle de. e*, et que celle de F {a ) est plus petite que 
cellede F' (a); enfin, puisque le développement de c“ est toujours 
une série convergente, les développements, de P (a) et dé F (a) 
seront plus rapidement convergents encore. 

Dans un certain nombre de cas, ces séries sont assez conver- 
gentes pour qu’on puisse së contenter d’un très-petit nombre de 

tenues. Ainsi, potir Fd, 'si a ^±=- le second terme de la série est -, 

le troisième est égal à le quatrième à , le cinquième i 

tU* *• *7 i 108 •>& fù *•** ** ti' ! 1 

Un terme aussi petit est toujours négligeable; b quatrième 

le serait dans la plupart dea caa. 

* - v ■ ’ * . i" V ‘ 

’ e* est exactement le carré de mais si F'(a) et F (a) ne sont 
pas exactement les carrés de F ' et de F ils n en différent 

que très-peu. En effet, en faisant 1» carré des développements de 
ccs. fonctions et le? retranchant de ceux de fa'el de Fa, on trouve 

*! ~ ( P 7)’=.5 a ‘- f > a ’ e,c ’ 


et 


' I » 


Fa 


— (F-) , =-«*-t--l-a*-t-4-a*H-etc.; • 

V » / . 7» «8« - 7*8 

de aorte que quand a eat une petite fraction , ce qui est le cas le 
plus général, ces différences sont très-petites. 

rf existe une semblable analogie relativement aux (onctions 
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représentées par les caractéristiques x et % composées des précé- 
dentes et du rapport 'y, qui dépend de la vitesse initiale , et que 
nous représenterons par b. ... -, 0 • ■.,>••« •*. • 

. ' . — • ' / J* . 

' Si l’on élève au carré x (c. 6). qui est { » ■+• b) e* — b , on aura : 

I 

) x* [a , b ’ = j ( i -f-4) e ; — b J‘ = ( i -+■ b )•«*— a b ( i b’. 

Cette quantité est composée en e\ comme les fonctions \J»'(a, b) 
le sont avec F’ (a) et F (a) , de sorte que, vu l'analogie, on peut la 
représenter par la caractéristique V et écrire 

|x*M) |W(u, b). 

Il ulen est pas de même relativement aux fonctions Fa et Fa, 
parce que (f(‘ 7 ))‘ et (f(;))‘ ne sont pas tout à fait égales à F'(a) 
et F (a) ; mais ces quantités ne diffèrent que très-peu entre elles 
quand a est petit, et l’on a : 

*’(«’*•) — { xia, b) j*=(i-+-6) ) 

.*(» . — j X ( «. * ) ^ ^ a ‘-+-^g a ‘-Fe*c- ) 

Si la résistance de l'air était supposée proportionnelle au carré 

de la vitesse, il faudrait faire -=o, ce%ui donnerait o — — «*; 
dans ce cas , les, fonctions composées + et % et x* se réduiraient 

aux fonctions F, F et e\ ceat-à-dire que 

+ { x, V, ) ae réduirait A F , • 

r (x, vjàFp), 

*’ • » ’• x (*, V, 4 F • ; ' -- ' : »’ 

f » 1 v t " >. *• - 

1 et x'{*. V t )é «“ <■- •*. • 


• « 

i» »«* 
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et l’on aurait : 


F (“) . 

'=.-£i F ï *- *■*"?=/• 

■ it J'fl 

À mesure que * est plus petit, c’est-à-dire à mesure que i’oa 
considère des arcs de moindre étendue, ou que e, qui est pro- 
portionnel au diamètre et à la densité du projectile, est plus 

grand, la valeur de — est plus petite, et les valeurs de F - F 1 — 

5 . , • v- , . : 

«“ , qui, comme on Fa vu, sont de la forme 

... tS'-,eâ^r<» ;/* fier - aiitvvâms't»*’: ^ ( 

F’ (û) æ-i -+* - *t- — -f- — j-j — 1— etc. 

‘ ~ C • • ,.J* V^I: -tv ' 

» ‘ 1^75 .*+: tï; •+- «*«• 

• V-". ■ ,Y "■ * *"•••>.' '*Mf ;; ,-J\ ’se* • 

se rapprochent de l’unité. & en résulte que l'influence de la ré- 
sistance de l’air dont ces fonctions tiennent compte va en dimi- 
nuant de plus en plus, et que le mouvement se rapproche de ce 
qui aurait lieu dans le vide. Pour ce cas, il faudrait supposer 

f'=ro, et, pr conséquent, -i-=o; alors les fonctions F— ,F— , eU 

deviennent toutes trois égales à f unité, et on retombe sur les 
formules du mouvement dans le vide , 

.*? ,;. J ! 4» v»-'r^ t] *. •.«*!*■ -■» . v.Jc' fn ? 

*= * tang ? — ; tang $ = Ung Ç _ 

- =V -^î 
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due , ou dés projectiles de plus fort calibre ou de plus grande 
densité , l’arc de la trajectoire se rapproche^ de plus en plus d'un 
arc de parabole. 1 < 

17. PSOMUÉTés-GÉNéiaiES OC UOl'VtMEST DES PROJECTILES DANS D'AIR. 

* i .1 - »• 

VITESSE. 


Nous allons exposer plusieurs propriétés du mouvement des 
projectiles dans l’air, que l’on peut démontrer sans être arrivé 
A l’équation finie de k trajectoire. ’ • 

A mesure que Ve projectile s’élève dans la branche ascendante t 
la vitesse diminue, tant par l’effet de’ la pesanteur que par celui 
de la résistance de l’air, A partir du sommet, la vitesse va encore’ 
en décroissant par l'effet de la résistance, mais la pesanteur 
commence à agir pour la contre-bakncer. Son effet augmenté avec 
l’inclinaison de la direction du mouvement, de sorte que, à une 
certaine distance du sommet, il compense celui de la résistance 
de l’air : la vitesse est alors Au minimum ; -, au delà, la vitesse 
augmente par la prépondérance de l’effet de la pesanteur qui 
agit suivant des directions de plus en plus rapprochées de celle 
du mouvement du mobile; mais la vitesse n’augmentera pas in- 
définiment, parce que l’effet de la composante de la pesanteur, 
suivant la direction du mouvement, a pour limite le poids du 
mobile: la vitesse de celui-ci ne pourra, par conséquent , pas dé- 
passer celle pour laquelle la résistance serait égale au poids du 
corps dans l'air : cette, vitesse sera donc donnée par les équations 

ou plus simplement, en négligeant la densité de l’air devant celle 
du projejetffe, par Féquation " ; r 

Ou voit par là que la limite de la vitesse sera d’autant [dus grande 
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% ■ p ^ jyj * ^ 

que a c, qui est égal à - a= y—, sera lui-même plus grand, ou 
que le projectile sera d'un plus grand diamètre et d’une plus 
grande densité. *- A . % 

Çe que l’on vient de dire relativement au minimuïWe la vitesse 
se déduit aussi de l’équation du mouvement. , 

En partant de l'équation d’un arc de trajectoire pour lequel on 
connaît la vitesse initiale V et l’angle, de projection Q, la vitesse 
en un point quelconque aura pour expression (j5) • 



V cm ÿ 

‘v 


«’•-** • • 

— / «V, 

l'tT 

\ “ «V, °°* s 





On voit qu’à mesure que le projectile s’élève dans la branche 
ascendante augmente, ainsi que cos 9; par conséquent, le dé- 
nominateur de la valeur de v augmente et la vitesse diminue ; mais 
au delà du sommet, cos 9 va en diminuant quand x augmente, et 
il y a un point où l’effet de l’accroissement de x compense l’effet 
de diminution de cos 9 et que la vitesse est au minimum. Pour 

déterminer l’abscisse de ce point, on substituerait dans — -, ou 

, : • - * .. . * cos 9 

dans son égale 1* valeur de p déduite de l’inclinaison 

de la trajectoire, qui est 1 

p=Ung?— (x,V.). . 

On différentierait par rapport à * et on égalerait à séro; mai* 
l’expression qui en résulterait serait trop compliquée pour qu’il 
sort utile de la- rechercher ici. 

18 . ururrorr • 


Dans la branche ascendante , la vitesse allant en diminuant par 
les deux effets réunis de la résistance de l’air et de là pesanteur 
à mesure que le projectile s’approche du. sommet, il -s'ensuit pue 


M ' . SUR LA BALISTIQUE, 

si l’on considère la trajectoire en deçà du point de départ, la 
vitesse doit aller en augmentant indéfiniment, à mesure qu’.on 
s’éloigne du sommet ; mais l’inclinaison n’augmentera pas indé- 
finiment. ^ 

On fait voir, en effet, que lorsqu’on suppose la résistance de 
l’air proportionnelle au carré de la vitesse, la branche ascendante 
a une asymptote dont on peut déterminer facilement l’inclinai- 
son; en outre, cette asymptote s’écarte d’autant plus de la verti- 
cale que Te coefficient do la résistance de l’air est plus grand 
On comprend donc que lorsque la résistanco contiendra un se- 
cond terme proportionnel au cube de la vitesse, il y aura aussi 
une asymptote, et que celle-ci s’éloignera de la verticale plus 
que dans le cas précédent. On fait voir encore que, dans cette 
même hypothèse, la branche descendante a une asymptote .'ver- 
ticale qui se trouve à une distance horizontale finie du sommet. 
Il est facile de voir aussi que, quand la résistance sera augmentée 
par un terme proportionnel au cube de la vitesse, la direction 
du mouvement se rapprochera plus rapidement de la verticale, 
et qu’il y aura de même une asymptote à une distance finie 

du sommet moindre que dans le premier cas. 

* î * . »■* ' , • * 

* . • •* ■ * . • • t ' s , . : 

10. RAYON DE COURBURE. ■* •• 


L’expression du rayon de courbure est, en regardant dx comme 
constant: • , •. v 

MjrîV.S. 


y- 


iü. 

d* 


Or, la valeur f> on de tang 9 en un point qüelconquc cf t*n 
arc de trajectoire et celle de j - , qui ont été données (i i et t3), 

étant substituées dans la valeur de y. on aura en un point dont 
l’abscisse est . •_.••• '* < 
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Ce rayon de courbure appartient i un arc d’une trajectoire 
qui diffère un peu de la véritable en ce que, dan» l’expression 
de la résistance de l’air, on a remplacé le rapport variable —par 

le rapport moyen - ou a. Mai» si Ton suppose l’arc extrêmement 

petit , auquel cas a devra être remplacé par — — , les deux ares 
se confondront, et au point de départ, pour lequel on a x—o, 
(*, V,) == i, on aura simplement: 


y — ( i -t- tang * ?)’ j 


a A * 
cos ^ 


Ce rayon est ainsi indépendant de la résistance de l’air : il ne 
dépend que de la vitesse et de l’inclinaison au point donné 1 ; il 
appartient aussi i la parabole, qui est ainsi osculatrice à ta véri- 
table trajectoire. Du côté de la branche ascendante, où la vitesse 
va en croissant jusqu’à, devenir infinie , le rayon de courbure , étant 
proportionnel à h, serait infini, ce qui est la propriété de l’asymp- 
tote; du côté de la branche descendante , où va en augmentant 
jusqu'à devenir un angle droit, tang <p devient infini : y est donc 
infini aussi. Entre ce» deux limites , il doit y avoir un point où 
le rayon de courbure est un minimum; pour connaître ce point, 
il faudrait considérer l’arc qui comprend les portions voisines du 
sommet et pour lequel <p et V devraient être déterminés , prendre 
la différentielle par rapport à x et l'égaler à zéro. On sursit ainsi 
une relation qui servirait à déterminer x, mais cette expression 
serait trop compliquée ; d’ailleurs, la valeur de P étant petite, 
l’arc de trajectoire approchée s'éloignerait très-peu de la trajec-. 

. 1 Ce résultat pourrait être obtenu directement a priori, toit par dot cousidt rations feomé 
triques, soit comme conséquente de l'équation (â). 


36 SUR LA BALISTIQUE. 

toire exacte ; il en serait de même de la position du point 

cherché'. • * 

20 . RAPPORT C-CH ARC A SA PROJECTIOI*. 

* ,* » ; \ . ■ * 

Dans l’équation que nous avons obtenue pour représenter un 
arc de la trajectoire, est entré le rapport a de l’arc à sa projection 
pour remplacer, dans l’expression de la résistance de l’air, le rap- 
port moyen ds k dx; cherchons ce rapport. 

Considérons un arc AM commençant sous l'inclinaison <p et 



terminé sous l’angle p ; comparons cet arc à celui d’une para- 
bole Am, qui appartiendrait au mouvement dans le vide, com- 
mençant et finissant sous les mêmes inclinaisons; choisissons sur 
l’un et sur l’autre des points rapprochés B, C, D,... 4, c, d... 
où tes inclinaisons soient respectivement les mêmes: nous aurons 
ainsi décomposé les deux arcs en éléments AB, BC', CD.!. A b. 
bc, cd... commençant et finissant sous les mêmes inclinaisons et 
ayant respectivement la même inclinaison moyenne. Le rapport 
' entre deux petits arcs correspondants, tels que DE, de et leurs 
projections DE', de', sera sensiblement le même. A l’ofigme les 
arcs élémentaires de la parabole et de la trajectoire aurtmt des * 
longueurs égales , à l’autre extrémité les arcs de parabole auront 
un peu plus d’étendue; mais la différence sera très-faible, êt d’au- 
tant plus faible que la résistance de l’air se fera moins sentir. Les 
rapports entre les arcs élémentaires et leurs projections étant 
respectivement les mêmes, il y aura donc, à très-peu près, éga- 

* Non* indiqueront, dans un autre travail , qd tra<d de la trajectoire qui donna le minimum 
de vitaaae et la minimum do rayon de courbure. *--/'**• 
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lité de rapport entre les sommes de ces éléments on entre les 
arcs AM, Km et leurs projections AM', Am'. Cherchons ce rapport 
dans la parabole. * 

L’équation de celte courbe et celle de l'inclinaison en un 
point quelconque étant 


,=*ta ngf-jj^ et p~%= t«g 
la longueur d’un arc s sera 




d’où, en observant que dp ■■ 


*fc COS 1 £ 


, on aura : 


i=i écos* ç Jy/i-f-p* dp. * -• 

* • ' ■ • ’ ■■ ■ • 

En intégrant cette quantité, on trouvera par les procédés 


connus , 


J dp\J r-t-p’— ^ | p V »-+-p* + log (/>•+- V/ i-+-p’) | -t-const. 

Cette expression peut prendre une autre forme, en remar- 
quant que p = tang 0, que j-+-p* = séc 6 = , enfin que 

p -4- V ' -h-P’ = tang ô -h- séc #== = taOg (45»-+- f 6 ). 

On aura ainsi, en prenant "intégrale de façon quelle soit 
nulle pour p= o, c’est-à-dire en comptant l'arc, à partir du 
* sommet, ; _ - . 

/ Ms >-+V =îj^-*- 

f.. ! . . ■ ~ 

Désignant, pour simplifier, par la caractéristique ? la fonction 
■de 0, c’est-à-dire écrivant ’ . 
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il en résultera que la longueur d'un arc compris entre les points 
.Où les inclinaisons sont p et 8, sera . . 

sz= ihco&'Ç | — £ (0) ) , 

et pour te rapport cherché d e t k x, observant que, d'après l’é- 
quation de la parabole x = (tang <p — tang <?) a A cos’ <p , on aura 

• '* '«(«-«(«) 

«ou -= — 

i Itngf— taag« 

On trouvera de la même manière: 

* •• * i V * 

* «(«—*(•) * 


■T. jfuogîe— Uns 1 ®) ; (UngP-*- ttn(O)' 


.t ' 


■ Lorsque l'on considérera un arc compris entre le point de 
départ et le sommet, il faudra faire 0=o , ce qui donnera £(0)= 1 = 0 , 
et l’on aura simplement '.•■■■ ■."..4 . • • . ■ r " 

• 4 - * . . 

. ; . i = •/ ;V 

* • . * -, ■ ' ! , > 't . : 

ce rapport, désigné par a, deviendra 

* ' V • * „ » ■' a 

a= -j séc <p -+- f cot Ç log (45*-+~j 0). 

- . ■ , ; ' - •' ^ *\*V 

Nous donnons ici une table des valeurs de «, pourdçs inter- 
valles de 5*, de i o° et de 1 5°; nous y joignons celle des valeurs 
fie ?(p) calculées par Euler 1 , et celle des valeurs de a calculées 
■par Bezout*. ' • ; ' ‘ 

‘ • ' ' ‘\v.‘ , • 

V Mimoirts de r Académie de Berlin, année 17$$. 

Cours d* mathématiques, année 1788. , /•*,»' T,.' , * 4 ' t 


-V / '* ,J ) - 

m .\ ï - ■» > * * V » ’ \ \V * 
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TABLE DES VALEURS DE É (£} ET DE a DE DEGRÉS EN DEGRÉS, DEPUIS O* JtSQL’À 
90* , ET DES VALEURS DE « POUR DES ARCS DR 5', DE 10* ET DE I 5\ 
DEPUIS T)* JOSQtJ»! 6o*. '• 




i.nrr»* 
1 . 1984896 
1 2:.20U5 
1 . 3056253 
1 M 88103 
1.4323614 
1.5001910 
1 . 5725657 
1 .6499519 
1.75291W» 
1 . *220670 
1.91613^1 

El i i I i 


1.14777 
1.15741 
1 , 16732 
1 17626 
>1.14975 
1.90189 
I. S 1483 


1 .21353 


1.00748 
1.M081 
1.00012 
1. 01184 
1 01551 
1.01556 
1.017» 
1.01942 
1. W105 
1.02404 


2.2509001 
2.3903290 
S. 555770 
2. «7513 


3.071501 

5.290390 

5.535320 


1.49807 

1.53453 

1.57402 


4.122549 
4.477441 
4 854250 

5354075 

5.001101 


I.MNM 

7.307220 


10.71306 

12.44041 

14.65)10 

i 7. 54*93 
1.45123 
20.8931& 
34.31130 
46.93022 
07,12291 
||04. 1815 
184.1152 


1.07154 
1.07596 
1 08206 
1.08787 
1 09400 
1.10001 
1 . 10730 
1.11462 
1 12215 
1.15012 
1.13875 
1.147.77 


2.84788 

3.09418 

5.29735 

3.77060 

4.27450 

4.93833 

5.87383 


£«>• 


O.OOOWMIO 

45 

0.017^559 

46 

0 03*9278 

47 

0-0524318 

48 

0.OC*ÿ837 
0 0376001 

49 

60 

0.1052974 

51 

0.1230916 

52 

0. 1 *10022 

53 

- 0.1590442 

54 

0.1772303 

55 

æ 

56 

57 

, 0. 5319030 

58 . 

0.2518677 

59 

0-2711218 

60 

0 'JWlMTT 

61 

0.3j042B8 

62 

0 3305495 

63 

0.3510143 

04 

0.5718537 

65 

0.3930932 

66 

O.U47637 

67 

0.4368974 

63 

0.4595290 

69 

0.4820941 

76 

S* 

71 

72 

0.5557952 

73 

0.5815120 

74 

0.60*9863 


0.0332732 

76 

0.GOJ4325 

77 

0 f. 925297 

■ 7S 

0.7220311 

79 

0.71. 33131 

80 

0. 7801056 

81 

0.8197699 

82 

0 «347266 

83 

0.3911439 

84 

09 99 13 80 

85 

.« 

«0 

1.0539400 

88 

1.0926640 

69 

1 1477934 

90 1 

' - .... 
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21 . CHOIX DU POINTS DS DIVISION D'UNE TRAJECTOIRE EN PLUSIEURS PARTIES. 

• ’ ■ . ' ' 4 ' 4 * - , _» , . ’ . • ‘ , , 

Si l’on examine les valeurs de a, on verra que quand les angles 
sont tris-petits, comme de o° à 5 °, le rapport de l’arc A sa pro- 
jection ne dopasse l’unité que de — ~ environ ; que, pour un angle 
de i o® à o®, l’arc ne surpasse sa projection que de environ, 
et qu’enfin pour des angles de 1 5 °, limite des angles de tir des 
canons et des obusiers, l’arc ne surpasse sa projection que de 
o,oi 180075 environ. . . 

Le rapport variable — n’est remplacé par sa valeur moyenne - 

que dans les termes qui tiennent compte de la résistance de l'air, 
puisqu’il n’y entre que comme diviseur de c et comme diviseur 
de r. L’erreur que l’on commet par cette substitution ne peut 
donc affecter que l'influence attribuée, au milieu résistant; elle 
est du même genre que toutes les eauses qui font varier la résis- 
tance de l’air, telle que sa densité, et, sous ce rapport, on peut 
voir que , même en négligeant entièrement la valeur de a dans le 
tir sous l’angle de 1 5 ®, c’est comme si c était augmenté de — 
de sa valeur, ou si la pression barométrique de l’air était réduite 
d'une pareille fraction, c’est-à-dire de 8 A 9 millimètres de hau- 
teur de mercure; c’est une quantité qu’on néglige habituellement 
dans les applications. , , 

On ne pourrait plus négliger la valeur de l’inclinaison de la 
trajectoire dans Jes arcs plus grands; mais il sera permis, comme 

nous l’avons fait, de remplacer la valeur variable de — par sa 

• . 

valeur moyenne.-. . r . ** 

J x 1 ••••-•’ y :• . ; > , • ' 

Pour faire voir l’étendue des erreurs que l’on commet, com- 
parons cette moyenne avec les valeurs extrêmes, sur des arcs de 
différentes grandeurs et de différentes inclinaisons, en remar- 
quant qu'aux extrémités — n’est autre que la sécante trigonoroé- 
triquç des angles sous lesquels ils se terminent. \ • . . 
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Cette comparaison est établie dans le tableau suivant, depuis 
o° jusqu'à 6o° : i * pour des arcs de 5 en 5 degrés ; 2 ° pour -des 
arcs de io # en i o*; 3“ pour des arcs de i 5° en i 5°^ 4° pour des 
arcs entiers variant par 5 degrés. 


TABLEAU Dtl RAPPORT DES ARCS DE PARABOLE X LEIÿS PROJECT IOKS. 



D’après l'inspection des nombres contenus duçs ce tableau, on 
voit que la différence entre la valeur moyenne de — pour des 

arcs de même étendue diffère d’autant moins des valeurs extrê- 
mes, que r'mdinaison par rapport à l’horizontale est plus petite. 
On voit aussi que, pour que les différences restent égales , tes arcs 
doivent avoir d’autant moins d'étendue, qu’ils s'écartent davan- 

- 6 
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luge 4e l'horiiontale : ainsi C8tte différence sera de »/a6 pour Je* 
arcs de o° è a o», de a o* à 3o®, de 4o° 4 45’; «Ile sera de 1/1 7 pour 
lesarcsde ô° à aS°, pour ceux de 1 5 à 3o*\ de 3o* à 4o° et ae 5a° 
à 55°; enfin, elle serait de, 1/10 environ pour les angles de o* à 
3o°, de 3o° à 45°, de 56° à 6o°; elle n’est encore que de 1/6 en- 
viron pour l’arc de o° à 46". Ces quantités ne sont que les diffé- 
rences les plus grandes et elles sc rapportent aux extrémités de 
l’arc; mais comme, vers le milieu de chaque arc la différente èst 
nulle, il s'ensuit qhe la différence de ^ à ■£ n’est moyennement 
que la moitié des fractions que nous avons indiquées. 

Si fou remarque de plus que ces différences ortlre la valeur 

* v • . * A* A' . -yllâ t 

moyenne et les valeurs extrêmes de — sont d’abord en moins et 
ensuite en plus, on verra qu’on prend au commencement une 
résistance trop faible et à la fin une. résistance trop forte, et qu’on 
altère l’arc d’abord dans un sens, puis dans l’autre; mais comme 
la valeur moyenne est la même, on voit que, tant qu’on reste 
dans de certaines limites, les erreurs partielles se compenseront, 
à peu de chose près, sur l’arc tout entier. . • 

Cependant, comme à la partie inférieure des arcs, dans la 
branche ascendante, la vitesse est plus grande qu’à la partie su- 
périeure, c’est comme si on prenait la résistance trop faible; la 
même chose se présentant dans la branche descendante , il s’en- 
suit qu’en réalité les portées seront un peu trop grandes. On re- 
marquera aussi que la formule de la portion qui comprend 
l’angle o" est commune à la branclie ascendante et & la branêhe 
descendante, de sorte- qu’elle comprend un nombre de degrés 
double do celui qui est indiqué par les angles limites. 

Lorsque les vitesses initiales ne seront pas considérables, et 
qüc les projectiles seront de fort calibré et de grande densité, 
comme dans le tir ordinaire des bombes; l’angle de projection ne 
dépasse pas habituellement 45°, ni les portées 1000 A 1 aoo mé- 
trés, l'influence de la résistance de l’air sera assez faible pour 
qu'on puisse embrasser toute la trajectoire dans une seule formule. 
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en prenant la valeur convenable de a; dans ce cas, le plus grand 
écart* de la valeur de relativement au rapport moyen, est de 

a/i i en moins au commencement du trajet et vers le point de 
chute, et de 1/7 en plus vers le sommet de la trajectoire, ha sim- 
plification ayant pour effet de rendre la résistance trop faible au 
point de départ et vers le point de chute, et trop forte au sorti met, 
il en résultera une trajectoire qui passera au-dessus de la véri- 
table, à partir du point de départ, et qui passera ensuite au-des- 
sous dans la partie supérieure ; elle s’en rapprochera dans la 
branche descendante, de façon que, vers le point de chute, il n'y 
aura qu’une faible différence. En résumé, l’étendue des arcs que 
Ton pourra embrasser dépendra du degré de précision qu’on 
voudra obtenir. Pour lé tir habituel sous 45”, en particulier, lors- 
qu'on voudra ude précision extrêmement grande et que, dans 
aucun point, le rapport moyen de l’arc à sa projection ne s'écarte 
du rapport exact de jilus de i/a5, les arcs devront être jîris 
ainsi qu’il suit : de 45° à 4o°, dd 4o® h .1 5°, de 3 5° A 3o®, de So* 
i 20® et de 10' à o?, ce. qui fera y arcs distincts; et lorsqu’on 
voudra que la différence entre le rapport moyen et le rapport 
exact ne soit que de t/i€, les arcs seront divisés.ain$i qu’il suit ; 
de 45® à 35°, de 35“ à 2 5®, de a5° à o", ce qui fera 5 arcs dis- 
tincts. Lorsqu’on voudra une grande précision et que les rap- 
ports ne différent que de 1/12, on embrassera les -arcs de 45» 
à 3o® et de 3o“é o®; ce qui fera 3 arcs distincts. Enfin, lorsqu’on 
admettra de* différences de i/G, on pourra embrasser la trajectoire 
dans un seul arc do 4>>®: ce sera le cas du tir bnbitnel des bombes 
avec des vitesses médiocres. On peut reconnaître le degré d'ap- 
proximation qu’on obtient dans un cas donné par le calcul déjà 
trajectoire en la considérant comme un seul arc, puis la décom- 
posant en 3 arcs, puis en 9 arcs, etcalculanf chaque arc séparé- 
ment, comme on va 4e dire. » 

«•' iv ) qv 4* v4 * »r-tfc "*•»» '*t‘f *«n #V •* » 

• 6 
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22 . VALEUR DE LA PROJECTION D'UN ARC EN FONCTION DES INCLINAISONS 
. EXTRÊMES. 

N . , . , 

Dans la manière d'opèrer que Ton vient d’indiquer, on divise 
la trajectoire en plusieurs arcs, en se donnant l’inclinaison aux 
deux extrémités de chacun deux; on en déduit immédiatement 
la valeur du rapport a: la projection ai de cet arc sera déterminée 
par la relation 

if- {** V,) =s= tang lang 6. 

Mais x se trouvant dans la fonction \fr‘ (x, V,) en exponentielle en 
même temps qu’à la première puissance, on ne peut l’en déduire 
que par approximation, soit par plusieurs essais successifs, soit en 
développant la fonction en série et revenant à la valeur de sc par le 
retour des suites-; la première manière présentera beaucoup de 
facilité en disposant ainsi l’équation : 

— [x, V.) = (tang? — tang 6) ih cos*?“. ' 

Connaissant a d’après les angles ? et 8, prenant la valeur nu- 
mérique du second membre, qui , à l’exception du facteur^, n’est 
autre que la valeur qu’on aurait pour x dans le vide , et déterminant 
— , on prendra plusieurs valeurs successives de”, d’où l’on dé- 
duira pour chacune d’elles les valeurs correspondantes’ de la 
fonction 4'' (x, V,); on en fera le produit, et lorsqu’on aura deur 
produits rapprochés qui comprendront les valeurs du second 
membre, la valeur exacte de — s'obtiendra par les parties propor- 
tionnelles entre les différences. 

Cette opération devient trèa-faciie au moyen d’une table cal- 

rV ftV — 

culée de la fonction pour des valeurs de — , — 1*. 

1 J'ai douai cas table» dm* mon mémoire *ur U balistique, adressé an ministre de la 
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Pour obtenir ia valeur de x en série, développons dans le 
deuxième membre la fonction et les valeurs de F j,F' (~) • 
faisons (tang? — tangfi) a A cos’P=i', qui serait, comme on l’a dit, 
l'abscisse dans le vide ; représentons, pour abréger, ~ paT l. 


nous aurons 


r - -?+:<■ ■^0' 

- ns U (• +1») (=)’ + thî C+*)('+ï‘) (“)• 

de là, paries formules connues du relourdes suites, on 'trouvera 
la valeur de — en fonction de — , puis celle de x comme il 
suit : 

, •*' i+t j 4-t-5t a i i -+- 63.4 io.f / ax' \» 

i==x -~ — — v--*- — 7r — (-) 

•* ,• * > 91 + 7 1 34 +1 i 4 oi* 4 - 5io4‘ /«\î \ 

ûT (—j -+- e ! c j- 

Si l’on supposait la résistance simplement proportionnelle au 
carré de k vitesse, alors ~ et, par conséquent, —^ou l, seraient 
égaux à séro , et l’on aurait : - 1 • • 

>•* {(»»• Iju Vf «p 'f V 

^Cette expression sera d’autant plus convergente que — sera 
pins petit. Il en sera de même de la formule précédente parce 
qu’en générai, dans l’application, la valeur de A où — sera plus 

petite que l’unité. On sera d’ailleurs toujours le maître dé consi- 

y lVZJjL. “** S»’ + > * v T' ' ' 

ju«rr« e* m«i 1 844 ; dles «eront comprise!, ainsi qoe bceucoup d'autres , dans un traité dont 
la publication a iti jngéa utile par le comité dp l'artHlerie. Vous eu doanou, pl v » loi. on 
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dérer de* arcs assez petits pour que la fraction — le soit assez 
elle-même et qn’elle rende la série suffisamment convergente; 
mais, daus presque tou* lys cas, au moyen des tables des valeurs 
de f (*, V,), la méthode par différence que nous avons indiquée 
en premier lieu sera beancoup plus rapide. 


23. CALCUL DES ARCS. 


, .Maintenant, montrons comment, on devra se servir des di- 
verses formule,* pour résoudre le problème de la trajectôiré dans 
une application donnée . t 

Supposons qu’on connaisse l’angle de projection ? etla vitesse 
initiale V dont est animé un projectile de diamètre et de poids 
connus, pour lequel on connaît ainsi la valeur de c. Si la valeur 
de est de 45° et que l’on veuille obtenir une grande précision , 



Fie. 3. 


on divisera la trajectoire en trois arcs ; on les choisira ainsi : le 
premier, de 45° à 3o*de la branche ascendante ; de second, de 
3n° de la branche ascendante jusqu'à 3o° de la brandie descen- 
dante; le troisième, de 3o° à 45® et au point de chute. On opérera 
de la manière suivante • 

i° On déterminera les valeurs de a, qui seront pour le premier 
etde troisième arc * 1 




, ■ , î<»oq ' 

— i ,3772 et pour le 2 e , a = — — ; = i °53 1 


tang 45* — *• uu»g 3o* 

3® Dans l’équation , .... ’ , 

tang 6 — tang? — +' (*. V,), 

on posera ^ =45®, J=3o®, V, =■ VcosQ, 2 Acos*^üs j, et on 
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déterminera la valeur de x , qui y satisfait: ce sera l'abscisse *' 
de l'extrémité du premier arc. • »■ 

3* Au moyen de x' et Je la formule 

/«^UDgÇ— V.), 

j !• ' ■ ... . v • . , • w 

on déterminera la valeur de y, ou l’ordonnée du point m - 
. 4° • Ou aura la composante horizontale V/ de la vitesse du pro- 
jectile À l’extrémité *»’ de l’arc, au moyen de la formule 



S" On aura ta durée du trajet par la formule 

, (*', V.). 

Le premier arc Ajri est ainsi complètement déterminé. 

Pour déterminer le deuxième arc m'in on opérera absolument 
de la même manière, en faisant ? = 3o°, 0:= — 3o°, et eu rem- 
plaçant V, par la valeur de Vj'. On obtiendra ainsi les coordon- 
nées x", y°, du point de la branche descendante de la trajectoire 
où l’inclinaison est <Q’ = — 3o°; on en déduira ensuite la com- 
posante horizontale de la vitesse V,' et la durée 

Pour déterminer le troisième arc m’m"’, on fera ç=s= — 3o u et 
0 = — 45°, et au moyen de la nouvelle valeur V,', on aura, ainsi 
que précédemment, les -coordonnées x’ et y" dii point de la bran- 
che-descendante de la trajectoire où l’inclinaison est de 45° (y*.« sera 
négative). On déterminera aussi là valeur dé Y," et la durée f 
Ce dernier point m" sera toujours plus élevé que le point de 
départ; et si l’on vent obtenir le point de chute sur un plan KL 
situé à une certaine hauteur B au-dessus du point de départ, ou 
devra encore faire une dernière opération. 


*\ • - % v ^ • », - . . . . 

L’élévation dit dernier point au-dessus du plan de chute est 
égale à y' -f- / *+- y" B. Cëttè quantité pourra être positive 
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ou négative : si elle est négative, c'est que le poiut de chute est 
plus élevé que le dernier point m" ; il fait donc partie du dernier 
arc, et il faudra faire y = y -f-'y' ■> — B dans l'équation 

X» 

y=xtaugp — — — — (x, V,) qui s’y rapporte, et déterminer la 

valeur de x qui y satisfait. On pourra trouver la valeur de x soit 
en série, par lé moyen du retour des suites, comme on va le dire , 
soit au moyen des taille» des fonctions ^ et des parties proportion- 
nelles, comme on l’a indiqué plus haut; on trouvera paries for- 
mules précédentes les valeurs de v, 6 et t qui y correspondent. 

Si y'H-y'-t-y" — B est positif, le point de chute sera situé en 
dehors du troisième arc; s’4 doit être peu éloigné de ni' , on le 
regardera comme sur le prolongement de ce troisième arc et on 
le calculera comme on vient de le dire; niais s’il doit en être très- 
éloigné, on estimera approximativement , d’après la grandeur de 
la différence entre les deux hauteurs, quel devra être l'angle de 
chute sur ce plan; soit cette valeur approche, op déterminera 

la valeur de «*, qui est a" = ^ y , et l'équation de ce 

nouvel arc sera donnée par la relation 

• . . . 

y=xtang? — — * (* V,), 


dans laqnelle on fera p=p", 2 Acos*^=:— . 

On déterminera x au moyen des tables et des parties propor- 
tionnelles en essayant plusieurs valeurs successives de ou par 
le retour des suites; dans ce dernier cas, en faisant pour abré- 
ger — .sin $ cos 9. on — sin a m, on trouvera ’ ‘ ■ 




f 


-jo-t- j™ {'+7 )+t7('+t) ) ïzhv 
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Tant que j sera petit et k assez grand, cette formule sera con- 
vergente et facile à calculer; on devra faire attention que, dans le 

ras dont il s'agit, y est négatif, de sorte que les ternies où il entre 
A la première et à la troisième puissance sont négatifs; il. en est 
de même quant à » t, lorsque, comme ici, p est négatif. 

Connaissant ainsi cette dernière valeur de x, que nous désigne- 
rons par r", on aura comme précédemment la valeur île l'angle 
final de l'arc, lequel sera ici l’angle de chute, ainsi que la vitesse 
finale et la durée f du parcours de l’arc. On aura enfin , pour la 
portée totale. 

«• , X=*'-HR* . > 

qt la. durée totale, , / - . 

• 25#tbajicto!Bï lias bombes considp.me cohue es sr.ee arc.- 

Dans les eirconstances ordinaires du tir des projectiles, la so- 
lution sera beaucoup plus facile que celle que l’on vient de don- 
ner, etl’oii obtiendra une précision suffisante, en considérant la 
trajectoire comme un seul arc. Tel est le cas du tir des bombes 
ait* distances habituelles; il permet d'arriver très-facilement à des 
relations en termes finis entre les différentes quantités que l’on 
doit Calculer. 

Lorsque l’on considère la trajectoire comme un seul arc, ce- 
lui-ci se termine, en général, sous un angle différent de l’angle 
de départ; la différence sera ordinairement assez faible, parti- 
culièrement si le point de chute est un peu élevé au-dessus du 
point de départ. La valeur de « dépendra donc de la distance et 
de ta hauteur de ce point. Cependant, cm pourra déduire a de 

l’angle de dépari au moyen de la table des valeurs de (ar- 

ticle 20); mais il sera mieux de prendre pour f une valeur 
moyenne entre l’angle de projection connu et l’angle de chute 
présumé ou déterminé par une première approximation. e 
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_ . • , . , s, • _«••« ' . 

■ 26 . VH.BTKl'l DES DIVERS PROBtfolES. 

... , ... r. . .• • ' •• 

Portées. Si Ton connaît la vitesse et l'angle de projection d’un 
projectile dans Fair, oit petit déterminer sa portée sur un plan 
horizontal élevée d’une quantité quelconque B au-dessus de la 
bouche & feu. - s 

Soit V la vitesse initiale, p l'angle de projection; après avoir 

■i . \ ; m y ■ * 

déterminé a, r et c, on aura — . La portée cherchée x sera dé- 
terminée par la relation B = x tang Ç — 'f'fx.V,). On obtien- 

dra facilement au moyen de la table des valeurs de en la 
mettant sous la forme ~ tan g ? • “ ~ (jj*'!' (*, V,).= B, et 

essayant successivement plusieurs valeurs de — prises cia ns les 

tables. * _ , . . 

. Le développement de x en série, qui a été donné (art. a 4), 
ne peut servir immédiatement ici, parce qu’il se rapporte à la 
branche sur laquelle est placée l’origine des coordonnées , et 
qu’il ne donnerait, dans le cas actuel, que le point où le projec- 
tile traverse le plan proposé en s’élevant au-dessus de lui, et pon 
pas le point de chute. Il faut d’abord déterminer la projection 
horizontale de l’arc, qui se termine sous une inclinaison égale i 
l’angle de projection , mais de signe contraire, au moyen de l’é- 

quation déjà donnée (art. a a), qui deviendra alors — ^ (x, V,)^= 
a4-sin a®. 

Connaissant x, on calculera "ordonnée y; si elle était égale 
à B. le problème serait résolu; si elle est plus grande ou plu* 
petite d’une quantité B', on déterminera la distance horizontale 
qui sépare ce point du point de chute, au moyen de la valeur 
de x en série (art. a 4), où y sera négatif et égal à • 

Si - le point de chute doit être è hauteur de la bouche 4 féu , 
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l'expression de jc devient plue simple : en effet, l'équation de la 
trajectoire étant . ' 

v *•"**•■ 

on aura la postée sur un .plan horizontal en faisant/ = o, ce qyi 
donne deux valeurs, dont l’une, qui est ,£=:o , peut être négligea 
parce qu’elle se rapporte au point de départi quant à l'autre . en 
divisant par x et en remarquant que Ah tangf cos‘ î=;a Asm a P, 
et appelant X la portée cherchée , a étant calculé d’après la valeur 
de p, on aura 


a AsinaÇrrX4(X,' V*).' 

Eu opérant comme précédemment par le moyen du retour 
des suites, et en nommant X 1 la quantité aAsinaf, ou la portée 
«V " ■ 

dans le vide , et faisant — 1=; b, on aura 

■ —77 - r TV . y ■ . • 

1 • # s/ « . ..y 

v y, r i*t*k a\ jo-h3^+i31*/îX V 1 i3tt-+-5i34-f 6î7A , 'f - i3oi*/*X \* 

~[t)^ TZT' {r}' 

• • • 775-4-414» k-t- 8 oài J»* -4-6778 b'+ioçbb* / aï' \* 12 * 

. fr ~.(t] i" etc -J • . ? 

k • % , ■ * * • • *,*-•*. * r * 1 

Dans le. cas ordinaire du tir des bombes, où ces formules sont 
applicables, la quantité 4 ou — sera une petite fraction, qui ne 
dépassera pas y, de sorte que les puissances supérieures à l’unité 
■ iront en décroissant rapidement; comme en même temps — 

sera.plus petil^que l’unité, il eu résultera que la série sera assez 
rapidement convergente pour qu’on puisse se contenter des termes 
que nous donnons. Mais , en général , il sera plus facile de ré- 
soudre l’équation en X au moyen des tables des Fonctions i et des 
parties proportionnelles, en mettant pour cela l’équation sous la 
forme * ' " r 


: , jé'sin's 


•= T + (*.*.)■• f 


Digitized by Google 



Sî • SUR LA BALISTIQUE. 

La solution se réduira, comme on l'a déjà dit, à la multiplica- 
tion de quelques valeurs de — par les fonctions ? correspon- 
dantes, et à opérer ensuite par des différences comme avec les 
tables ordinaires. Les premiers termes du développement ci- 
dessus donneront toujours au besoin une valeur trèsrapprochée 
qui servira de point de départ. 

- Ayant la portée X, on aura l’inclinaison et la vitesse au point 
de chute ainsi que la durée du trajet, par les formules données 
plu* haut. 


lang 9 = tang ?- 


et T = 


B h co»H5 

X 


Vcos? 


+'[x, V,); v- 

V{*. v.}. 


cos £ 


X C0t» 


La valeur absolue de 9, qu’on trouvera par la première de ces 
deux formules, ou l’angle de chuté nécessairement négatif, sera 
toujours plus grande que ?, et comme c’est d’après cette valeur' 
seule qu’on a calculé a , il s’ensuit que cette quantité sera un peu 
trop petite; il sera donc convenable de la prendre un peu plus 
grande à l’avance, et relative à une valeur moyenne entre l'angle 
de projection et la valeur présumée de l’angle de chute. 


27. massa initiale 


Si l’on veut déterminer la vitesse initiale que do*t posséder un 
projeotile pour être projeté à une distance donnée X sur un plan 
horirontal , il faudra tirer la valeur de V de l’équ^jion 

j}Aain2? = X? (X, V,). [''/T':- 

k. . yt * *, 

mettant à la place de h et a tang ? cos’? à la place de sin a ?, 
se rappelant que V, = Vcos?, on aura 
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d’où , en faisant pour simplifier ' ■ * . 

onaura 

v= ) 

.00,? \Q-M ^ Q -M VO-M/ / 

La vitesse devant être positive , on prendra le signe plus devant 
le radical. . , .. , • 

On pourra déterminer la valeur de V plus facilement, en met- 
tant la relation qui la donne sous la forme ■ . .. 


.. .. . . ♦<*.?,) »-*<«*? 

«W • 1 . *V • •» * - . *■ . • 

• . * ' ' ’ » < ’•% 

et eu essayant plusieurs valeurs de — prises dans les tables de 

*•(». v,)‘. 

j Dans le cas où les valeurs X sont peu considérables, avec de 
gros projectiles, pour lesquels la valeur de ç est très-grande, la 
fraction ^ sera petite, et on pourra, en ne commettant que des 
erreurs négligeables , • remplacer ( voir article 1 6 ) la fonction 

+ (,-,V 1 )par|ft+2l) rg^i|‘. • 

Par cette seule substitution,, l'équation de la trajectoire devien- 

V* 

dra simplement, en remplaçant h par —, 


1 J'ai calculé des tables des valeurs de —^4 (•» V t ) et de - — »■»'■ qui, dau+cee^r* 

, e v' + C-.v.) 

v , . • * ag a y t .< v 

blême», permettent d'obtenir immédiatement — ou — « et de U * ou Yl 
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Eu faisant dans cette équation y =a o, divisant par x et appe- 
lant X la portée horizontale et V' la vitesse correspondante à cette 

portée dans le vide, et qui est V' = on aura simplement 


<0 ■ 


Si I on supposait la résistance de l’air proportionnelle au carré 

de la vitesse, il faudrait faire - = o; alors la vitesse cherchée se 

■ - . \ /aXN ‘ ' r. <■; • . v- 

réduirait à V — VT'(— On voit aussi -que le premier facteur Y 
donne la solution du problème lorsque la résistance de llair est 
supposée nulle, que le facteur F^-*j tient compte du terme 
proportionnel au carré de la vitesse, et le dénominateur du terme 
proportionnel au cube de eette vitesse dans l’expression de la ré- 
sistance de Fair. > 

I, 'angle de projection étant donné, on peut trouver la vitesse 
que doit avoir un projectile pour passer par un point dont la po- 
sition est donnée relativement au point de départ, soit a la dis- 
tance horizontale et b la hauteur du hui : ce point appartenant A 
la trajectoire , on devrai avoir _ . . 

6: 


a tang <f> 


râ* (*• 


Divisant les deux membres par a, représentant par * l’angle 
sous lequel Te point à battre est vu de la bouche Afeu, on aura 

J, <’ y*» 

taug * — T. « remplaçant A’Cos? par —, on aura 

=? - m\- 

d ou. «n faisant pour simplifier . , 

^ (tang <? - tang c] ^ Fp), - f£) -^g) +., = M , 
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on aura, en observant que la vitesse est nécessairement positive, 
et ne prenant que le signe plus (levant le radical , 

■ , 


/ / f(— \ \ • , 

V=r — ( JL-f. V S- ' + (— V ) 

On pourra aussi avoir V comme précédemment, dans le cas où 
la portée sera peu considérable; la fraction — sera alors assez faible 

pour qu’on puisse remplacer +(x, V,) par F — — — 

L’équation qui doit donner V ne contenant cette quantité qu’à la 

.. . — » — 

i "puissance et en représentant parV'la vitesse J/ . 


9C09*$(tâIlg$ — Ungc) 

qu’on obtiendrait dans le vide, on aura simplement 
- ; F (—1 

y _ y' \ ,e ' 

■ • . t /«\ \ jV'co»e 

■ v>. ' '***• » • V ... 

En remarquant que cos * <p (tang <p — tang e) = — *■? 

‘ f 

(^sin <p cos « — siu t co» ™ 001 ? 1 - J 

’ • 


sm 


— *) ” — , la valeur de 


CO* • 
- 


* .< -M 


V sera plus simplement V' = 1/ * <WI 

Si on siqipose 6 = o, alors tang * = o , et la valeur de V de- 
vient V' = .. comme lorsqu'on considère la portée suAin 

plan horizontal. 

« • 

- * • . * » 9 % 

r 2 â. ANGLE DE PROJECTION. • ‘ 

«d 1 tu»*. 

Si la vitesse est donnée et qu’on ait à rechercher au contraire 
l’angle de projection, la solution offrira plus de diilicidtés; la 
valeur de « est une fonction de l’angle de projection trop coin- 


îfi SUR LA BALISTIQUE, 

pliquée pour qu’on puisse obtenir des formules directes d'une 
utilité réelle, et d’ailleurs on n’a pas besoin de cette solution 
pour le tir des bombes. Si ce cas se présentait, il faudrait déter- 
miner approximativement l’angle de projection Ç, déterminer de 
même a et V, qui entrent dans la fonction i; cette fonction étant 
ainsi déterminée d’une rtianière approchée, l’on aura, pour le cas 
où le but est élevé au-dessus du point de départ, en remplaçant 
- ■ — par i Hh tang ! <p, à résoudre l’équatioD 

b = a Ung f~- » (t tang 1 ?), ■ 

. ' ' - . - ». :* ; 1 

d’où Von tirera, pour la valeur de Lang p. 


tang <p =e 


3 A 

« *(«ïv,i 


1/ * 7 » 




Cette formule ne diffère de celle qui aurait lieu dans le vide 

qu’en ce que h est remplacé par Les valeurs de a et celle 

* 1 ' • * » («.-VJ 

de cos Ç qui entrent dans la fonction + sont différentes, suivant 
qu'on prend le signe plus ou le signe moins, et elles ne doivent 
pas être confondues : l'une appartient à un angle plus petit que 
celui qui donnerait le maximum de portée, l’autre à un angle pins 
grand. La recherche de ces deux angles doit être faite séparément. 

Si le. point à battre est à hauteur du point de projection , en 
faisant y—o dans l’équation de la trajectoire, observant ,que 
\ tang ç cos* <p = i sin i Ç , on aura simplement ; 

ain a ÿ a ^ t (X, V,J. . , . 

1 . • . • 

Cette' équation donne deux valeurs qui doivent être, comme 
dans le cas précédent, calculées séparément l’une de l’autre. 

Deux autres problèmes peuveot être proposés, savoir : déter- 
miner l’angle de projection et h vitesse initiale d’un projectile, 
qui doit passer, soit par un point donné, la trajecloire faisant en 
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ce point un a “gl e déterminé, soit par deux points donnés : cette 
application n'a pas d’utilité dans le cas du tir des bombes, mais 
elle en a beaucoup dans le cas du tir en plongeant ; nous en par- 
lerons plus loin. *.-.,?*• i •« 

' • ‘ •/.->, *w’j 

20. 08 FASOLE [>E PLUS GBASD8 PORTÉE. ♦ - 

On sait que, sans la résistance de l’air, l’angle de projection 
de 45* est celui sous lequel des projectiles animés de la même 
vitesse initiale donnent les pins grandes portées. Il n’en est plus 
ainsi lorsque le projectile se meut dans un milieu résistant, et il 
ett'&éile de voir que, dans ce cas, l'angle de portée maximum 
dort être plus petit que 45*7 •— ' '* 

fin effet , la propriété essentielle du maximum d’une fonction 
quelconque, c’est que, pour des différences très-petites, soit en 
moitié. dans la variable; la fonction n’éprouve que des variations 
extrêmement petites et toutes dans le môme sensi il en est ainsi 
pour 1 équation des portées sur un -plan horizontal dans le vide, 
qui est X = o/i sin =z l>h sin Ç cos mais, dans le cas où le 
milieu oppose une certaine résistance au mouvement du projec- 
tile, on voit* par l’équation X^(x, V,) = îAsina®, qûe, pour un 
angle un peu plus grand que 45°, deux causes contribuent à la 
diminution de la portée :■ d’abord la diminution de sin a?, la 
meme qni diminue la portée dans le vide, et ensuite l'accroisse- 
ment de a dans ■>!<(*, V,), ou l’effet dé la résistance sur un arc de 
plus grande étondue; au contraire, pour un artgle au-dessons de 
4o\ la valeur de sin a? va effectivement en diminuant , •mm s ht 
diminution de l’angle de projection, et par suite de », produit une 
diminution dan> <l(ar, V,), ou dans l'effet dù anjhilioù. Gette cause 
agissant dans un sens contraire à la première, l’on voit qully aura 
un certain angle plus pctitque 45*pour leqncl fes deux effets corn- 
traire* su contrc-lialaaceront; cel angle sera celui qui donnera la 
portée maximum. Oh voit aussi que cet angle devra être d’autant 
jdus petit, que la résistance du milieu se fera plus fortement 
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SR SUR LA BALISTIQUE, 

sentir. Ainsi, dans un milieu résistant, l'angle de portée maxi- 
miun est au-dessous de 4&°, et il s'en écarte d'autant plus, que la 
résistance du milieu est plus considérable , que la vitesse initiale 
est plus grande ou que le diamètre et la densité du projectile 
sont plus petits. 

Pour obtenir une relation qui donnerait la portée maximum, 
il faudrait prendre la différentielle de la portée relativement à 
l'angle de projection et l'égalera zéro; mais l'équation a Asm 2 ?= 
X+ (*, V,)< qui donnerait la portée, contient l'angle <p d’une 
manière très-compliquée ; il serait difficile de l’employer k cal- 
culer la valeur de 9- Le moyen le plus facile est encore de calcu- 
ler pour un projectile donné, et pour une vitesse initiale aussi 
donnée, 4 ou 5 valeurs de X correspondantes à autant de valeurs 
de en choisissant celles-ci lés unes au-dessus, les autres au- 
dessous de celles qui «doivent donner la portée maximum. ],a 
comparaison de ces portées indiquerait l'angle cherché «vec toute 
l'approximation dont on a besoin dans les applications. On devrait 
faire un semblable calcul pour une série de vitesses différentes et 
pour chaque espèce de projectile. 

moi vement des projectiles socs les petits angles de projection. 

i • ■ . •• •' • • • * ■/ 

• • . i . • • 

• * ' '■ ■ ’SO. simplification. * • ■■ 

.* Les formules auxquelles nous sommes arrivés dans le cas d’on 
angle de projection quelconque au-dessus de l'horizon peuvent 
être simplifiées quand on les applique au tir des canons et des 
obusiers; l'on obtient dans ce cas une solution facile des pro- 
blèmes que l’on peut avoir à résoudre. •. ' 

On t»e fait pas usage, dans le service de l'artillerie, du tir des 
boulets et des obus sous de très-grands angles de projection, 
particulièrement avec de grandes vitesses, parce que, aux grandes 
distances où porteraient les projectiles, l’irrégularité du tir pro- 
duite par diverses causes déviatrices ôterait à ce tir l'efficacité né- 
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cessai» . Les affûts à rouages ne pourraient pas d'ailleurs résister 
aux effets du reeul : aussi les affûts ne permettent-ils pas un tir 
très-élcvé. Ce n’est même que par des dispositions particulières 
qu'en peut tirer sous des angles de x 5 * k 1 6® au-dessus de l’ho- 
riion. On peut donc regarder cette inclinaison comme une li- 
mite du tir des canons et des obusiers sur leurs affûts, et celle de 
t a® comme la limite dans les cas ordinaires. 

Sous les faibles inclinaisons, le rapport de l’arc de la trajec- 
toire à sa projection diffère très-peu de l’unité : la valeur de ce 
rapport, donné par les formules dont il a été parlé (ai), ne dé- 
passe l'imité que de 0,00X37 ou —sous l’angle de 5 ®, de o, oo 5 16 

ou 1/194 sous l’angle de 10®, de 0,00740 ou -L- sous celui de 

il®, et enfin de 6, où i 84 ou jL sous celui de 1 5 ®. Ces quantités 
* # ... • , 

sont très-petites*, et comme elles n'influent que sur les termes 
qui tiennent counpt^ de la résistance de l’air, elles pourront être 
généralement négligées, et plus particulièrement avec les faihlos 
vitesses èt les gros projectiles. On se fera une idée exacte de 
leur degré d’importance, en remarquant qu’en remplaçant par 
l'unité le rapport a -de l’arc à sa projection, qui n’entre que 
comme diviseur des coefficients c et r rçlatifs à la résistance de 
l’air, c’est comme si l’on prenait cette résistance plus petite dans 
le rapport de a à l'unité , ou comme si la densité de l'air était ré- 
duite dans le mémo rapport, ou la pression barométrique dimi- 
nuée' de t , -4, 6 ou 9 millimètres de hauteur do mercure, quan- 
tités qu'on néglige, la pfu» part du temps, dans les applications. 
On pourra donc négliger ces différences dans les formules avec 
d'autant pins de raison, que ce 11’est, en général , que sous les 
plus petits dé ces angtes qu’on tire avec de grandes vitesses, et 
que l’on ne s'approche de la limite supérieure que dans le tir è 
feu plongeant, qui s’exécute* avec les plus lourds projectiles et 
avec de petites yitesses, cas où l’influence de la résistance de l’air 
est la moindre. . *:■• •'-■■■ ••*. . " * 

*•' * y a . . ■ • 


8 
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Cela posé, si nous faisons « = 1 dans les formules générales 
auxquelles nous sommes arrivés , nous aurons , en cpnservant les 
mêmes notations que précédemment, pour l'équation de la trajec- 
toire .pour l'expression de l’inclinaison, pour b durée du trajet 
et pour la vitesse, - ' • ' • * . ' > 

y — 

UuigO^tang?- 
= t: * 


et v, — V, - 


x"(*. V.) 


» 

ou V 


/<*■ V,J cobO ' 


31. SOLUTION DES DIVERS PROBLÈMES. LS BOT ÉTANT À UAITM.R DE 

LA BOOCRE X FED. , 

• ». - !. *. . •, A * *✓"•> •< * ' * 

Proposons-nous derèsoudre, au moyen ces formules! les 
divers problèmes relatifs au tir des boulets et des obus. Suppo- 
sons d’abord le but à hauteur de la bouche à feu; appelait X là 
portée horizontale, faisant « dans l’équation dè la trajec- 
toire , et divisant ensuite par- X ,* on aura l'équation ' *: • 

.. • ,■/. = ^ 

Cette équation se déduirait également de la solution gérfèralé 
déjà obtenue (a 5), eri y faisant it=i, De cette relation, Fon 
pourra déterminer une de ces trois choses : b vitesse V , l’angle 
de projection ç ou la portée Xv lorsque’ les deux autres seront 
connues. ; s VV' 

'• » vitesse. } • 1 •» { 

La vitesse V sera r d’après qe qu’on a vu (a o), . _ • . , 

* t r ' • •’ •/’ . . « w- .*J ~ T .• \ . fi r* 

coasIq-M/^ v q-m -4 * Iq— m) ** * * ' 
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SUR LA BALISTIQUE, 
dans laquelle on a fait, pour simplifier. 


M 


ll^==Q,F-_Fl=N et F - — aF — t = M. 

yX c ae c »c. ' . v , 


Dans le cas où les valeurs de y sont peu considérables,, et où 
l’on pourra remplacer + (tr, V,) par j ~ — ^j J , on 

Aura plus simplement en taisant V' =A i~^— ( 26 ), . 


sinif 1 


• t, .. . y 7 • 

V = V ■■ - - — 

/X 
. — fF 



V K 

y r 

' % * *• . 4 0j r 

y ,r. < • 



• 



... , ANGLE UE rHOJECIION. . 

. .. ‘ • - V ' 

Si J' on cherche la valeur de; l'angle de projection, on remar- 
quera que „ quoique cet angle entre dans la valeur de V, ou V eosÇ, 
et, par conséquent, dans ta fonction ip, vu que cas? ne peut pas 
s'écarter beaucoup de l'unité, puisque les angles de projection 
Sont supposés petits, on pourrai t le regarder comme égal à l’u- 
nité, sans erreur notable; en tout cas, J on pourra lui supposer 
une valeur approchée, et admettre que la valeur de i (*, V;) 
est déterminée: alors on aura simplement 


' s.in»^ — -+(*, V,). 

• J,* 

' portés. 


T 


• Si la portée est l'inconnue , on cherchera , au moyen de plu- 
sieurs substitutions successives et des parties proportionniües , la 

X . . . 

valeur de - qui satisfait à l'équation mise sous la forme 

>A«imS X , / .. . 

v .ci -c- ~ r Vf) - Lt ïs» 


-JV 
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ou bien par le développement en série déjà donné (aé), et dans 

V 

lequel il n’y a qu’à faire» = i , X' = aàsina?, — = 6; on aura 
pour cette valeur 

L 3 * , ■ 7* W »iôo \C/ 

^ 1t) “ f - etc -J; 

• . v. ■•- : ' •• ■* ' •■'■•« . •• ; ■ • • . 

13. LK BUT M 1 ÉTANT PAS à BAt'TXUR DK LA BOUC1I1 à TCV. VITESSE MITlALt. 

* *? / . * * 

Si le but n’est pas à hauteur de la bouche à feu , soit a sa dis- 
tance horizontale, et b sou élévation au-dessus du centre de la' 

bouche à feu. En faisant -= tanga, on aura, comme dans le cas 

• yj 

général (ai), en supposant seulement • = i , et faisant — (tangf 
— tang. *) =e o, Fa—rF -=H, F - — aF— -fil == M, on aura 


• ? ■ ü \ ■ / ■ 

et dans le cas où - serait peu considérable, en faisant , t 




u 


*é(Uog.^r-toDg.«) 


on aurait plua simplement - 

y = V 


• .F— 
W 


' • . . . - , . . /_» \ V ■ w 

i — [ F — — i J — c©j<p 
• - X , A ** u Jr 


v* % l * 


A SOLE DK PROJECTION. 

► ■ l/i 


M • . 




Les coordonnées a et b, appartenant à un point de la trajeo» 
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Loire, devront satisfaire â l'équation de cette courbe, qui, en 
remplaçant -j par i -f- tang V. deviendra 

b = a tang 1 ? — ££jp£(i -f- tang*?}, 
d'où en faisant 

■ * Œ a' 

c . v w,t . 

on aura *• ’ . • 

.... W ^ U'* 

tang?^ —tang ^ —4— — ; — I— 1 = o. 

- H . 

•'**’* F s . • * *■ * * ' . 

Cette équation donne pour ? deux valeurs; mais la plus petite 
seule devant être admise, puisque le tirn’a lieu que sous de pe- 
tits angles de projection , on aura ’ 

Cette équation ne diffère de celle qui aurait fieu dans le vide 
qu’eu ce que A est remplacé par k"= Cette solution sup- 

pose qu’oti peut déterminer f (a, V.j» quoique V,, qui est égal à 
Vcosp, contienne l'inconnue; mais, comme on l’a déjà fait pbser- 
ver, on snppose 1 angle de projection petit . par conséquent, on 
peut, dans V cos ç, remplacer cos ? par l’uoité ou par une valeur 
approchée. • * . • 

r , * a . ,*.*,* ' • 

33. VITESSE ET ANC LU. OE PROJECTION DD* PROJECTILE QRI DOIT PiSSIB 
>«■ PAR DEUX POINTE DÔ*H*Sr +*'.*: *- 

■' 1 t *• . 

Deux problèmes qui ont une importance particulière dans le 
tir plongeant des canons et des obusiers, peuvent être résolus; ce 
»ent le# suivants: . - - . v . - 



64 SUR LA BALISTIQUE. 

Trouver la vitesse initiale et l’angle de projection d’un projec- 
tile qui doit passer par deux points donnés. 

Soient a et 6 les distances horizontale et verticale de l’uu des 
points de la boyche à feu, a' et 6' celles de l’autre point; V et ^ 
4a vitesse et l’angle cherché. 

Puisque la trajectoire doit passer par le point dont les coor- 
données sont a et b, on aura 


t = fl tang? — V 




d’c 


Y» 


y •; - r . 


+ (fl. v,); 


tangf-^-^ - T , 

f.y. ■ \r • /:•*■ 4 v>i>. -f -t 

de même; puisque le second point d6it se trouver sur la trajec- 
toire, on aura x " , ** 

• 0 • 4- * — •' * ‘ rf * * 

tang ?■— ? 

Retranchant ces équations inçnihre à membre , ou aura 

^ «*♦(*'. v,)-»ê{«.v.l . 

t« » ü y V ' / >**►><?>■■ *e* 

t ,:s t j iv. .i.c.rv> , *v». - »*. v.» î» v 

d’où,, en observant que a gh et que Vcosip=V lt . . A ïv 

og a’ïU’.y,) — * («• Vj) 

• »*• t - V 

a t 

t *-*w*‘- v /r » ! • <1 m »e »*•» '■ ‘ w ! ' - r 

Mettant à la place des fonctions il leurs développements, ordon- 
nant par rapport i — , on aura une équation du second degré 
v ■ r 

en. Y;. eu donnant i Al, N, les mêmes significations que pré- 
cédemment, à M\ M', les valeurs analogues par rapporté et fet é\ 


t -. 1 i s “*. i . Y -' 
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V\ 


65 


et faisant q — — J , on aura, en ne conservant que la 

valeur positive , „ 

». =z Vf> y- *" . \/ (« ) ~* F (t) . . / «'H'- «N y 

r q — (a'M' — .»M) V ^ Vî'-(«'M’— «M)/ 


v 

Connaissant —, on pourra déterminer les valeurs de la fonction 

i (a, V.) et celle de A (a', V,); alore en divisant l’une par l’autre 
les équations premières, on aura: 


. * 

Uni p — -) 

« « .♦(«■») 




*' « W 


•ir^ruî; ton» .pm*fns»*«p>f-v*'»K'Kî|»al ■Utu’iib 5 

Jb*h * 


i Ton tire pour la valeur de taog Ç , 

: , . • ■.. . h # ■* *f **■ -i • ^ ■ 


tang p : 


*,).4 

• • 


• * ».)• — • + («. V.) • 

S. > - vé.* •/ j ^ « M' füv v.f Y K 3* , r.* 

Connaissant par ce moyen la valeur de on aura celle de V, 

. i » Ti # • •• i. . 

qui est égalé à — . — .. • 

r co»? v~4»v 'fi 


>0 tn/V 


• 34. VITISSK 1T ANC,!. R DR PROJECTION D’ON PBOJECmi OUI DOIT PASSfR 
PAR UN Ppi^T DONS» SOUS DNE INCtlNAlSON DKTRRJIlNlis. 

\ * ' •< ' . »V ■ -»c e . / “V i 

Trouver la vitesse initiale et l’angle de projection ^’un projec- 
tile qui doit passerpar un point donné sou* une -inclinaison dé- 
terminée. . ’ r ■ . 

• e , » ÂlHj <rf«lfN»Mi 

Soient a et b les distances horizontale et verticale du point 
dooné, et 8 l’inclinaison que doit avoir la trajectoire en ce point. 
La trajectoire devant passer par te point dont les coordonnées 

saut a et A, on devra avoir I : «h tenir*. j*l '' «nq <m* t <v 


9 
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d’où, en faisant ~ = tang t, 

tang <p — tang s 


1* cm'? 


+ («,v.). 


L'inclinaison de la trajectoire an point donné devant être 6, on 
dert-a avoir: 


.tang P— tang 6 = 


9 l CO»* Ç 




retranchant ces deux équations membre à membre, on aura: 
tang « — tang 9 — j a +'.(«, V' ) — *(«, V). [s 

v» •. » . * 

remplaçant Acos’^par ‘ , multipliant les deux membres parc*, 
remplaçant lesfonctionsif'etiF par leurs développements, ordonnant 
par rapport à - , on aura une équation du a' degré, de laquelle on 

retirera la valeurde — ; faisant, pour simplifier, F' aF' j 4 - 1 =m, 

F'^— j — F' j =n, conservant à M et Nies valeurs qu’elles avaient 

; . *r* • ' 4 

dans les problèmes précédents, et faisant ç*= — (tang s — tangS), 
on aura, en ne conservant que la valeur positive , 


if.rtZi-tU) 

v, »«~k y w w / • »— « y 

r q" — (a m — M) q " — (îm — M} \q m — 

Au moyen de cette valeur, on pourra calculer ^ (a, V,). et 
(a, V,), En divisant les deux premières équations membre à 
membre, on aura : 


1 “ : ’- 
!« ? f p ■■ 


'f,'’ 

t*t»g £ litlgô 




langP — taoge 

*,* •. < .t • ’ d 

d’où l’on tirera pour la valeur de tang 

i +’(«, V,) l*ng« — é («. V,) ung » 


# * 


-r * 


tang^: 
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Connaissant par ce moyen la valeur de p, on aura celle de V. qui 
est égaie à * ■ 


4* 

. t **J 


35 . 


Lorsque i’on connaît d'une manière approximative' la valeur 
de V et on pourra obtenir d«; , jaieurs trS^^jprot Weji des 

fonctions P (a, V.) et' de p' (a, V.) et résoudre plus facilement 
ces deux derniers problèmes. La valeur de p «'obtiendra immé- 
diatement au moyen des .dernières équations, qui donneront 
tang p. un tirera la valeur de. A en retranchant les uns des ^ ut res, 

cbmme'on l’a fait, les membres des deux équations de condition 
j.nuir v : * - -, • * *7? : 

et ôn retirera la valëhr de A, qui sera respectivement, pour I» 
. , , ■ , LI , 
premiet et pour .le deuxième 'problème, 

|I| M | '> v ')— ■♦( a - Vi) • ^ _««♦'(«, v, ) — »*(«,»,) 

4 / il — , i ^ co»*0 1 (U«g* — uog») CM*ÿ 

\ # j *li ■ * - ( .’i . » 

après avoir déterminé P calculer h p£| la.con 
tile parlant sous l’angle de projection p passe 
rdo^ssohLa^é. ce qui donne 

ri 9i. -oqotert wKfWrttd »'d 



■ è'. MI-VO Ao« •« f 


4 k wfp 


oè .wtilMMoq 


it’ i. 1* ' * t . *.!■» J • ,*.»<• ru* 

dou, en divisant par a,- et remarquant que - == tang «, et par 
des transformations successives, on*tire: 




i (tongf — Ungtj cw’f 


+(«.v.)== 


. è («, v,) 


à ( si n ^ co» € <— lia t cos £} 


‘ - sStM ♦<•• »•)«»- 

»»J -îj,' li d ; l} l " r ’ •* * *; •'I >- *Z <1. ’l j* •-!«•; m ï * j 

1 On n’avait pas encore donné, même en supposant, ce qui est plus simple, que larésts- 
’9è l'air est exprimée per un Seul terme proportionnel au carré drf> iètSM, Tt solo- 
üoa de «Me queslion , ta plus important* du tir plongeant L'équation de ?« trajecUfeu et 
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Dans les problèmes qui viennent d’être résolus, on aura l’incli- 
naison de la trajectoire en un point quelconque situé à une dis- 
tance x de 1a bouche à feu , et en particulier pour le point d’arri- 
vée, la durée du trajet et la vitesse persistante par les formules 
déjà données : 

tang 9 = Ung?— —jj f (*, V,). t = ÿ^X (*,-V,); . v. 

■ ; . «= •- * îï.. 

■ . - ... ; {•. v.) «• « * • . 

Dans le tir sous les très-petits angles de projection , pour le 
point de chute ou pour des points peu élevés au-dessus de la 
boüche à feu, cos ? et cos 6 différent très-peu de l'unité, et l’on 
a*sans erreur sensible, 

v * ' ‘ ‘ ' 

f ' v — — — • 

* [•. VJ 

36. MoiiVtHRrr rrctiugsb des projectiles. 

L’action de la résistance de l’air s’exerçant toujours dans 1a 
direction même du mouvement du projectile ne peut changer 
cette direction. La pesanteur seule produit cet effet. On obtiendra 
les formules du mouvement dans l’air, sans tenir compte de la 
pesanteur, en partant des formules générales que nous avons ob- 
tenues et en y faisant g = o. L’équation de la trajectoire, après 

V* i ' 

qu’orf y aura remplacé h par sa valeur —et remarqué qu’en fai- 
sant ÿ=o le second terme disparait, deviendra 
y sz aftang ?, 

qui est l’équation d’une ligne droite, laquelle est ici la ligne de 
projection elle-même. V. .. 

La formule de l'inclinaison donnerait aussi tang 6 — tang Les 

. - ' .. .(V.-. . . r r- '■». •' - 

celle de lincUnsiaon n'ont pu permis aux divers auteur* qui ont traité de 1* b t l î n s p n de 
retirer les tnçoooup* du deux équation» de condition. , „.V „ . 4; * „ . • * 
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valeurs de t et de v en fonction de x seront données par les deux 
équations - » : . • 

l = =— -lu ; ) F (-) ) et » = 

Vco»$\ r / \rc/ r / , a y . « # y co * 6 

(""T r~T 

Mais, comme dans ce cas le rapport de l’arc à sa projection est 
égal à , on verra que «V, est égal à V, et que « ou est 

le chemin parcouru suivant la ligne de projection ^bn pourra 
compter les longueurs suivant cette ligue, en continuant de les 
représenter pars, ce qui revient à faire Ç=o; remarquant aussi 
que cos 8 = cos Ç, on aura simplement pour le mouvement rec- 
tiligne, . * , . 

■ = f 10+>(n)A|#*- ''•1-.^^ 

En tirant de la deuxième équation, la valeur de x en fonction 
de v on aura : , u 


vr 


A= * W 


■ b;-) 


et x^iclog 


'Itt y 
(".•) .. 


On pourrait tiret de ces équations la valeur de / en fonction 
de v; mais on peut 1a déduire directement de celle qu’on a déjà 
donnée (t 4), en y faisant «= i et remplaçant V, par Veto, par Di- 
on aura alors , 


, = 4C< ? - r l 0g 


(■-r) 


(-7) 


* M. le colooci Piob«rt était déjà arrivé à ce* deux eiprex&ionx <Uoa un 
• u concourt, pour ïe grand prix de mathématique* d* Hnnitut , par MM. 
Didiou eu 1887. 


préser 

Mofio 


nu 

«t 
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La valeur de l'étendue du trajet en fonction de la durée résul- 
tera de la première des équations précédentes, 

Mais elle ne peut être déduite que par approximation, au 
moyen de la substitution de valeurs successives de x et de — et 
des partie^roportionnelles, en mettant l’équation sous la forme 


<V- 


■ • : t 




Cette opération sera rendue très-facile, au moyen de tables cal- 
culées des valeurs de a?; (x, V). .•* . 

Pour obtenir x eu série, mettant péur F son dévelop- 
pement, et prenant la valeur de — par le retour des suites, ou 

trouvera , en remplaçant , pour abréger, - par b , .* •• 

’ - " > " . " > . 

.. ( - -+-Uy 3 + 5.t + 3.é* /tV\! -+r i S.t* / 1 V \ 3 

x ~ v v' r iT 1 i w , • 3.J.* w 




3 4 - 4 - iS4fc-+-34o4 , -+-3i54 J _ + , ioS6* /<V\* 


*3.4,5 

• • . > - , 2 




Connaissant x, on trouvera la vitesse au ntoyen de la seconde des 
équations ci-dessus. ‘ v - 1 ", r • ' *. 

On s’est assuré, par des applications numériques, que, dans les 
limites de l'emploi ordinaire des projectiles, cette formule est 
aîseï -convergente pour que le nombre de termes donnés ci-dessus 
soit suffisant. 
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36 bit. RELATION ENTRE LES I.ONUUEURS ET LS» DURÉE» DE» TRAJET» 
DI DEUX PROJECTILES DIFFÉRENTS. 


Dans les formules qui donnent x en fonction de la vitesse 


1 Al.lM.1 <J> }t»i * 


\ r) 




i 

, - 


in.j >: *n » é'm \ t) ta » i, 

x= 2 cto*. et t = ac {- — iog. 

l y / a-i. ft V r r A.* 


v h'i) 


i. • 

W’ 


Hum#-** .r.-KÏyr**'- r v ’ r vr,^.!) 

î *»1 i *•«-■»« Nul MiCm !■• i s - }•»?. vV- >.««■ fr. 

| •> _ . ;• ■ t _( jjl . ... . 

les valeurs de * et de t sont proportionnelles au produit de ac. 

qui dépend du diamètre et de la densité du proj^ile et d’une 
certaine fonction de la vitesse au commencement et à la fin du 
trajet que Ton considère. 

Soient deux projectiles dont les demi-diamètres soient res- 
pectivement R et R',' et lês densités D et D' , on aura 

je t •* ".O Vt> v*lli4 ;!■»♦» -iw'Jàr lit -slfe 'HEbiiw.-mwwî' aè*i<» 

, *»R S D * HD R'D' 

* *' ae TT- r= 

3 A*R*. 3 A4 , t 3 Aj 

fft>u *ïî ** y) rftaî 

Si ces projectiles partent avec la yitesse commune V ; lorsque 
leur vitesse sera réduite à ’v, iis auront parcouru des trajets dont 
les longueurs respectives x etx' seront 1 • *. - i • 

t * af> r.*r t»,< ni NwMeife ü t ■(F'WnijÉ il ‘it 
- . m . sttbo4 

1 = sc ,0 8 T~ K el x - =* %c ,0 6- -Ï—»T ; 

'..H* «>|* 1» ••■’.iLiÎAÎ ~MÊ rci ’>t- ï . «TT- e ■ 

3UW /U> jï t in.»»'’* )•' Tdüi' 

le rapport de ces deux longueurs sera 

» tSTfS ÂUretft' .* ri r-.vj.V'»-» V .; » '-.c* 

«• •' i^'iî flyS. 

V aeSOtr» t< -r • C? : *. D wyfcElsq ». t-r ••vv -i 

Si t et f sont les durées de ces trajets, on aura égalèment 

RD 
R’D' ’ 


• ' l 4 ■ te 

1 II. !• coiooel Piobert avail <Mlà AOD&nté ce nrtucipc . en 1 

. vt*. ~ •« A £££*. i'L p 
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d’où l'on déduit ce théorème important : lorsque deux projec- 
tiles différents partent avec la même vitesse et arrivent avec des 
vitesses égales, les longueurs et les durées des trajets sont pro- 
portionnelles au produit des diamètres des projectiles par leurs 
densités. * ■ * < - - 

Si lcsdensités sont les mêmes, comme lorsqu’il s’agit de boulets 
•de même matière, les longueurs et les durées des trajets sont 
proportionnelles aux diamètres. Si les diamètres sont les mêmes, 
comme lorsqu'il s'agit de boulets et d’obus du même calibre, les 
longueurs et les durées des trajets sont proportionnelles aux den- 
sités. ^ 

Ce théorme fait voir immédiatement l’avantage que présente, 
. sous le rapport des vitesses 4 diverses distances, la grandeur des 
diamètres ou des densités des projectiles. La vitesse des petits 
projectiles est promptement diminuée, à moins qu’ils n'aient une 
grande densité r comme celte du plomb des balles de fusil; et on 
■remploie les projectiles creux en fonte, dont la densité varie de 
moitié à deux tiers de celle de ce métal , que sous le diamètre des 
plue gros, boulets. «• ( 

. On peut démontrer directement ce théorème sans passer par 
les formules du mouvement des projectiles, et on voit qu’jl est 
indépendant, de l’expression de la résistance en fonction de la 
vitesse , pourvu que cette résistance soit proportionnelle 4 la su- 
perficie d’un grand cercle du projectile. - 

Kn effet, considérons un projectile animé de la- vitesse ini- 
tiale V, et soient V,, V,, V,... les vitesses qu’il conserve après avoir 
parcouru des trajets élémentaires successifs et très-petits e,(e,,e,; 
si p est le poids de ce projectile,, R son rayon .et D sa densité, la 
force vive perdue durant lé trajet en passant de la vitesse V 
4 U vitesse V,, sera =*•• 

-(V 1 — V.*). 

s ■ 

Ces deux vitesses étant très-peu différentes l’une de fautre , la 
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résistance n’a pas sensiblement varié durant le trajet, et «lie 
pourra être représentée par la résistance qui correspond à la 

vitesse moyenne — — ‘ ; en désignant par la caractéristique /la 
fonction de la vitesse qui représente la résistance, de telle sorte 

que celle-ci soit exprimée par la quantité dé travail 

’mt foiow iin o ri f»n bL^x^tii » . .-j-v -t- .i 

/ y y \ 

consommée pendant le trajet e, sera «.irR/l — 1 , par consé- 
quent , en vertu du principe des forces vives, on aura : 

v-' •■••ovq patut mfb s-fl-v <1 eïoliiti oui 

j(V* — V,’)Sa " 

■ « , . .1 

de là on tire, en remplaçant p par -irR’D, 

: r,‘-l *b t bftalol ' ^ i t i-, 

m vrur. t- | A ® it>|* 

•H 1 ) . ' 

■numv uij iî-'pnt i. msiO seb noflnst • r-tsuy.* 

Si l’on strppose un second projectile de rayon R' et de den- 
sité D' partant avec la même vitesse initiale v, il arrivera à la vi- 
tesse v,, après avoir parcouru un trajet élémentaire e'i, qpi aura 

pour expression ’ ^ *. ■» ’* T ' ’ ' 

‘ wr *y :«ï*v* ,, *■». raq oh -mhi m «••»»> 

'b'rv * v 

■ ~ 3j / tïtva . n - ,u 


***&£« ^IftW f 


<? 1 
lïF 


* * WC-*A i J 

Or 


de ces deux équations, on tire, puisque la fonction de V et de V, 
est la même '■'VttJnnméfa irwi» 4 » r>i tsu^sseni d' ;»• uO 


B'D 


*w •» - inu* zx ou e.' 

», RD ^ 


r.t 


RV, . ‘I * . 

: WD OÜF'*' * 


U est évident que, pour les trajets élémentaires suivants, on au- 
rait également '•'"** luj i ‘f <M*etrv «I -d *«***3 

« y » 


«V 3 t RD' , _ R'D' 
= TB"* jûp 
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et ainsi des autres ; en faisant ia somme membre à membre , on 

aura ■ • 

R* D' 

-4- 6% -4- z* -4- c t ' -4- etc. = (e, -f* *, -4- e t -4- t* -H 

w • *. ' ' * . j 

i 

En appelant E la somme des trajets élémentaires e -t- e, -4- e, -4- 
e, -4- etc., c'est-à-dire l’étendue entière du trajet d’un projectile 
lorsque sa vitesse V aéra réduite à v; nommant de même E' la 
somme des trajets élémentaires e,' -4- e,'-4- e, 1 -4- e,' -+- etc., ou 
l’étendue entière du trajet d’un autre projectile lorsque sa vitesse 
V sera réduite à la vitesse », on aura . . . 

E = E TÜ 0U Ë=-Sn- 


, Par conséquent, le rapport de l’étendue des trajets de deux 
projectiles est égal à celui des produits des diamètres par les 
densités. 

Quant au rapport des durées des trajets, on remarquera que 
les trajets élémentaires e, et e,' étant parcourus avec la même 
V i V* * • 

vitesse moyenne — - — , les durées élémentaires I, et t,‘ seront 

proportionnelles aux longueurs de ces mêmes trajets, ou aux 

rapports des produits des diamètres par les densités ; de sorte 

qu’on aura - ' 

i,' «'D' , R'D' 

— = — = - d ou t, = t, — — . 

I, f, RD RD 

On aura de même pour les durées élémentaires suivantes : 

H'D' R'D* 

u’ = *•* — 'sr- * • ct a * jnsi des #utres - 

De sorte qu’ai appelant T et T les durées totales des trajets 
pour passer de la vitesse V à la vitesse v, on aura j. - ; », , 

1 RD 0,1 T RD 
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Par conséquent aussi , le rapport des durées des trajets des deux 
projectiles est égal à celui des produits des calibres par les densités. 

Si l’on connaît pour un projectile l’étendue et la durée du 
trajet qu’il parcourt j>our passer d'une vitesse donnée à une série 
de vitesses différentes suffisamment rapprochées et décroissant 
pour plus de simplicité par quantités égales entre elles, on aura 
les longueurs et les durées pour un autre projectile quelconque, 
en multipliant les premières par le rapport des produits des ca- 

• • JC* 

libres par les densités ou par le rapport — . On trouvera, au 


moyen des différences et des parties proportionnelles, ce qui se 
rapporte aux vitesses comprises entre les nombres de la table. 
On obtiendrait plus de facilité dans les applications, trop simples 
pour qu’il soit nécessaire de les détailler ici; en calculant une 
table pour une valeur de ac exprimée par le nombre 1000, 
on la rendrait ainsi indépendante du coefficient du carré de la 
vitesse dans l’expression de la résistance de l’air ; mais elle dé- 
pendrait encore du rapport de ce coefficient & celui du cube de 
la vitesse. En conservant A pour coefficient du premier terme 
de l’expression de la résistance de l’air, on devra avoir 



4 RD . _ 

T — = ac = iooo“. 
3 Ay 


«mu . &* 



Cette table étant calculée pour une valeur, déterminée de -, 

il faudra, dans le cas d’une autre valeur, regarder les nombres 
qui représentent les vitesses comme augmentés dans le rapport 

de la nouvelle valeur de r à celle des tables; de cette façon, le 
V 

rapport — restera le même, et la valeur de x, qui est 

r 


#.i te ’-t* ». «T ‘ v 

vw.- I . 





loin si 
. ;• vi«"< Mi • 

‘ , ’ ‘ ' 


ne dépend évidemment que du rapport ^ et 


«fOiyai 

«a. 
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Dan» la valeur de t, qui est t = ac ^ — - 

' • . . ' ' r f 

» «4-» — i • • r 

-7(7 — f — •<« — “)• le second facteur ne dépend que 

1 ■*"? 

du rapport et — ; mais le premier facteur variant en raison in- 
verse de r, on voit que la table des durées relatives à ac= 1 000“ 
et à | ne pourra servir pour une autre valeur supposée égaie à 

■i, qu’à la condition de regarder la quantité ac comme ayant varié 
aussi dans le môme rapport que r, et qu’elle a pour valeur 


ac — 1000 


*. » t „ -J wrf 

’ . t l ♦ . Z 


37 . apmicatmn au tir k grandes vrnSsas sons ns rais- petits anglss 

1 DE PROJECTION. 


Tant que les portées ne sont pas très-considérables, que le 
projectile est animé d’une grande vitesse et que, par suite, 
l’angle de projection est très-petit, la trajectoire est très-allongée 
dans le sens horizontal , et son inclinaison au-dessus ou au-dessous 
de l’horizon est toujours très-petite; on peut donc, entre certaines 
limites, sans erreur sensible, négliger la composante verticale de 
la résistance de l’air. La composante horizontale sera alors la 
seule force qui agira suivant cette direction , et la pesanteur, la 
seule force verticale. Dans cette hypothèse, ces deux forcés se- 
ront indépendantes l’une de l’autre; la première sera considérée 
comme dans le mouvement rectiligne, la seconde comme si la 
résistance de l’air n’existait pas. 

Cela posé, soit l’angle de projection du mobile. Via vitesse 
initiale, x et y le» coordonnés d’un point quelconque de la tra- 
jectoire, et v la vitesse du projectile eh ce point; faisant 
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V cos <p — V, , et conservent à c et A r les mêmes valeurs que 



précédemment. Sans l’action de la pesanteur, le projectile se 
serait mû suivant la direction initiale OA; par conséquent, après 
avoir parcouru une longueur OB, dont la projection horizontale 
est x, il se sera élevé de BC = i tang Ç; mais, pendant la durée 
t du trajet, l’action de la pesanteur aura fait abaisser le pr^ectile 

de Bm égal à i gt*, et, par conséquent, la liautcur mil ou y au- 

dessus de l’horiiontale sera y *= x tang <p - — r 1 gt 1 -, or. V, étant 
la vitesse initiale du mobile suivant la ligne horizontale , on aura 



et, par conséquent , pour l’équation dé la trajectoire, en faisant 
V» = a gh, 

y = x ung <p — * (x, V,), , ... 

En.comparant cette équation 4 l'équation exacte, on voit qu’elle 
en diffère en ce que la fonction ^ {x, V,) est remplacée par la 
fonction j x' (x» V,) J 1 . Elle s’en éloigne plus que celle que l’on 
obtiendrait en remplaçant t (x, V.) par- x.{x, V,)*. Comme on l’a 
déjà fait, cette méthode n’a d’ailleurs que l’avantage de se prêter 
fitcilèment à la construction par points, lorsqu'on a la loi du mou- 
vement rectiligne , indépendamment de la pesanteur: mais au 
moyen des tables numériques des fonctions if (x, V,) que nous 
avons calculées, la première formule est à la fois plus facile et 
plus exacte. ^ 


O 
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La manière dont Lombard a traité ie mouvement des boulets 1 
dans l’air revient A celle-ci ; mais cet auteur supposait la résistance 
de l’air proportionnelle au carré de la vitesse, et il ne prenait que 
les deux premiers termes du développement de l'exponentielle, de 
sorte que la formule comporte trois causes d’erreurs; on ne doit 
donc pas s’étonner que, dans les applications qu'on en a faites, on 
ait trouvé des désaccords très-considérables avec l’expérience. 

•• ■ r . • - -’ 

• dd. TABLES MS JONCTIONS «*, F' (a), F (a) ST + (a, i)., +' («, b). 

1 1. • . , ' . . ■ V >• • • * ■>' : * 

Pour faciliter les applications numériques de nos formules, 
nous ^ons calculé des tables des fonctions «*, F' (a), F (a); nous 
leur avons donné toute l’étendue et le degré de précision que 
comporte et que demande l’application au tir des bouches à feu 
et des armes à feu portatives. Nous lesavons disposées de manière 
qu’elles soient indépendantes des dimensions et de la nature des 
projectiles, ainsi que de la grandeur des coefficients de la résis- 
tance de l’air. Pour cela, nj^avons pris pour variable le rapport 
a de la distance x au nombre c qui dépend du diamètre et de la 
densité du projectile, et nous l’avons fait varier de centième en 
centième d’unité, depuis o.oo jusqu'à 3.oo; ensuite de o.o5 en 
o.o5 depuis 3. oo jusqu’à 6.oo, et calculé ces troisjonctions avec 
4 décimales exactes et leurs différences. Les valeurs de e* ne sont 
autres que les nombres correspondants aux logarithmes naturels; 
tes tables de ces logarithmes existent à la vérité dans les recueil» 
ordinaires, mais comme elles contiennent les logarithmes pour les 
nombres croissant par unité, elles ne sont pas directement appli- 
cables au cas qui nous occupe et pour lequel on a presque tou- 
jours à considérer des nombres plus petits que Limité. Cette table 
servira aussi à calculer les logarithmes naturels qui se présentent 
dans les applications de la balistique. 

Les tables des valeurs de F' (a) et F (a), qui, vu leur mode com- 
mun de génération, peuvent être regardées comme des fonctions 

( 

1 Traité du moia>rmr*i dt$ pfjtciilet appliqué ou tir de* bouc fut i feu, p. 109 et uiivAUlet. 


» 
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générales ayant une application particulière à l^t.ilisliqite, ont 
été également calculées dans la même «tendue. On a conserve 
4 décimales exactes 1 . Nous rapportons dans ce travail un c^ail 
de ces tables pour .les valeurs de a de o.oâ en a.o5, depuis 
o.oo jusqu’à i.5o seulement. 

Les tables de la fonction (a, b) sont à deux variables; 1a pre- 
mière ou a croit de centième en centième depuis a = o.oo jus- 
qu'à a = i.5o et de o.o5 en o.oô depuis a — i.5o jusqu'à 

y 

a = 3.oo ; dans toute cette étendue — ou b croît de oio5 en o.o5 
depuis 6 = o jusqu’à b = i.3o. Cette table s’étend ainsi au tir à 
toutes les distances et aux plus grandes vitasses dont on fait usage 
avec les projectiles qu’on emploie à la guerre. 

Pour les valeurs de a et de b, qui ne tombent pas sur celles, 
des tables, on les calcule au moyen des différences relatives à a 
et de celles relatives à 4, qui sont écrites dans des colonnes dis- 
tinctes. Par leur moyen, on pourra calculer les termes intermé- 
diaires à un ou deux dix millièmes d'unité près depuis a — o.oo 
jusqu’à a = t .5o et à un millième d’unité au delà. Nous donnons 
un extrait de cette table pour les valeurs de o, de o.o5 en o.o5 
depuis a — o.oo, jusqu’à a = i ,5o et pour celles de b jusqu’à 
i.oo, avec trois décimales seulement. 

Nous n’avons pas eu besoin de calculer de tables spéciales pour 

1 En calculant !ea tables de la fonction F* (a) , j ignorai, l'existence de celles que 

Végs donne dans son Traité de mathématique en langue allemande; je n'en ai eu connaissance 
que par M. Tcrquem , férndit bibliothécaire du dépAt central de TartiHerie. En comparant 
cea tables avec les miennes , calculées avec 5 décimales , j'ai trouvé quelques différences d’une 
Unité sur le quatrième chiffre et provenant d'une unité seulement sur la S* décimale. J ai pu 
reconnaître que l'erreur était du cété des tables de Véga. Il’en a été de même pour trois 
nombres qui différaient de plus d'une uoilé sur la 5* décimale; ces valeurs sont a — s, 34, 
« = «,67', a = >.99. pour lesquelles Véga donne respectivement F' (a) «= 10090, 
F»= 5.o336, F'(a] — 6,3 i 6 j : pour ces valeurs, ma table porte a= 4.0091. a= b.oZS-j. 
a = 6,3*63. T a» recommencé le calcul avec des tables de logarithmes à 7 décimales et j’ai 
uouvé 4.00908. 5,03870, 6.3i6a0, ce qui fait voir que Terreur étail du côté de Véga. Une 
dernière erreur plus considérable existe pour a = 2.80; Véga donne F'o 3= 5,5o59, tandis 
que la valeur exacte est 5.5x394. Une erreur aussi grande est étonnante; les différences entre 
laa termes consécutifs auraient dû la Cure découvrir. 


* 
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les valeurs de 6); nous avons pu y suppléer parcelles de 

la fonction [a, b). La première étant exprimée e^F' (a) de la 
méifll manière que l’autre en F (a), il en résulte que quand ces 
dernières quantités sont égales entre elles, pour deux valeurs 
particulières a et a', c’est à-dire pour lesquelles F (a) = F'.(a') 1 
les fonctions ^ (a-, b) et +’ (a', 6) ne diffèrent que par celles de 

F gj et F' toujours très-rapprochées l’une de l’autre, et l’on- 
a’ simplement 


f (a'. 4) — i(a, b) = a (i -+- b) b (F g) — F' g). 


L’application numcflque Tait voir que cette différence est très- 
% petite tant que les valeurs de a et de 6 sont peu considérables , 

mais qu’elle n’est pas toujours négligeable. Pour en tenir compte 
dans tous les cas, nous avons, pour chacune des valeurs de a de la 

table des fonctions + (a, b), calculé la différence a ^F- — F 

de sorte qu’eu multipliant cette différence par le produit (t — f~6) b 
relatif à chaque valeur particulière de b, on aura 1a correction, 
toujours négative, à faire subir aux nombres de la table calculés 

précédemment, avec l’attention de chercher les valeurs de a =- 

dans la colonne des valeurs de a pour lesquelles F' (a') = F (a). 

Le calcul des valeurs de la fonction x'{ a < 4) = (i -t- 6) F'« — b 
et dex” (a, b) = (i -f- b) e“ — b est facile et se réduit à une, simple 
multiplication au moyen de la table des valeurs de F' (a) et de 
«*. En effet, en mettant les fonctions x el X respectivement sous 
la formé 

F a + (f a — «) 4 et e* -+- (e* — i) 4, 

et après avoir cherché dans la table les valeurs de F' (a) ou e*, il 
suffira de retrancher l’unité de ces quantités, ce qui donnera 
presque toujours un nombre moindre que l’unité, et de multiplier 
le reste, par 4, qui ne dépassera jamais i,3o dans l’application au 
tir des bouches à feu. - . ~ 


I 
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Nous avons donné k la table des valeurs de x (<*. b) la même 
étendue qu’aux précédentes; elle fournit, sans correction, les 
valeurs de z(a', b) pour les valeurs de a' telles que F' (a') =«“. 
Nous en dominons un extrait avec trois décimales, de o.oS en 
e.o5 depuis o.oo jusqu’à a i.5o et 6 = i ,3a. 

* ..... 

CIRCONSTANCES DANS LESQUELLES LA RÉSISTANCE DE L’AIR LE U T ÊTRE 
REPRÉSENTÉE PAR UN SEUL TEBME PROPORTIONNEL AU CARRÉ DE LA. 

L VITESSE, ET FORMULES QUI S’ï RAPPORTENT. 

39. 

Nous avons fait voir (28 à 34) que lorsque l’angle depro- 
jection d’un mobile au-dessus de l’horizon n’était pas plus grand 
que celui que permet le tir des canons et des obusiers, on arri- 
"vait à une solution facile des divers problèmes qu'on peut se 
proposer sur le tir de ces bouches à feu, dans le cas où la résis- 
tance de l’air était exprimée par deux termes respectivement pro- 
portionnels au cube et au carré do la vitesse. Ces mêmes formules 
se simplifient beaucoup dans l’hypothèse où la résistance, est ex- 
primée par un seul terme proportionnel au carré de la vitesse; exa- 
minons d’abord les cas où cette supposition pourrait être admise. 

Lorsque le projectile lancé sous un petit ahgle de projection 
n’a pas un grand trajet à parcourir; que sa vitesse initiale n’est 
pas considérable, et qu’en même temps il n’est ni de faible ca- . 
libre ni de faible densité, il en résulte que sa vitesse diminue peu 
du commencement du trajet à la fin. Dans ce cas, il est permis 
de simplifier l’expression de 'la résistance de l'air et de là réduire 
À un seul terme proportionnel au carré de U vitesse. 

Dans l'expression générale de la résistance de l’air ^ = A * R- v‘ 

1 1 -f- ^ , la valeur de ~ est une très-petite fraction, de sorte que 

si v n’est pas grand, le rapport - ne sera qu’une petite fraction 

de Limité; et si en même temps il varie peu du commencement 
à la fin du trajet, on pourra, sans grande erreur, remplacer sa 
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valeur variable d'ufl instant à l'autre par une valeur moyenne re- 
gardée comme constante. " • : ’» • : 

Les circonstances de fort calibre, de faible vitesse et de dis- 
tances peu considérables se trouvent particuliérement réunies 
dans le tir plongeant où tir à ricochet; ce tir ne s’exécute qu’avec 
les boulets ou les obus, des plus forts calibres, avec des vitesses 
assez petites pour que le projectile soit dans sa branche descen- 
dante lorsqu’il arrive vers le point à battre et à des distances de 
la bouche à feu limitées à la fois par les circonstances du service 
et pour éviter les trop grandes déviations. Dans ce cas, le rapport 


— ne sera qu’une petite fraction , et le rapport de la vitesse ini- 
tiale V à la vitesse d’arrivée v, qui, d’après l’expression exacte 

de le force accélératrice de la résistance de l’air j ^ i -j, 

• ■ ' * •- ' 

est -7 = ( i -f- « u sera peu différent de l'unité, de sorte 

- que -f- -J , dans l’expression de la résistance de l’air, peut être 

remplacé par sa valeur moyenne i -f- - et, en faisant 

f V 4 * ' ' 

A! A (î -+- i ) . le résistance de l’air aura pour expression 

d = AVR’v 1 . La valeur de A', comme celle de v, et dans certains 
cas celle de V, devront être déterminées au moins approximadve- 
. ment avant L'application des formules. 

Soit, pour exemple, un boulet de a 4 lancé avec une vitesse 
initiale de « ao“\ k une distance de 35 o“. En prenant À=o.oa f, 

- = o.ooa 3 pour la résistance de l’air, ia k ,oi pour le poids du 
boulet, a R =r o",i 485 pour son diamètre, g — g“,8o9 , on aura 

ac = 2674“; — = 0.1 189 et v'= io4“,o; les valeurs extrêmes 

- ' •••'. ' *• 

de j seront 1.376 et i.a 38 ; elles diffèrent de leur valeur 

moyenne 1.357, l’une et l’autre de 0.049 ou ^ de celle-ci en 
plus -ou en moins; cette faible différence dans l’expression de le 
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résistance de l’air ne peut apporter dans la forme de la trajectoire 
et dans les relations des divers éléments <]ue des erreurs négligea» 
blés; on peut donc, dans des circonstances semblables, rempla- 
cer l'expression binôme de la résistance par l'expression monôme, 
supposer celle-ci proportionnelle au carré de la vitesse, et dé- 
terminer le coefficient de cette résistance d’après la vitesse 
moyenne, qui devra être connue au moins approximativement. 
Dans l'exemple cité, on aurait A'= A 1 ,aâ7, et, par conséquent, 

f=e 0.03396 ir RV et ne' r; = 3 137*, 3 , et, en général, 
pour l'expression de la résistance de Pair 7 = À'* R*o\ et, pour la 

- ... f . .p .. ■. ■ I 

force retardatrice q— j7 , en faisant a C = . . 

La quantité- c‘ est ici la hauteur due à la vitesse à laquelle la 
résistance qu’éprouverait le projectile dans Pair serait égale à «on 
poids ; carsi a est cette vitesse, on devra avoir A' w R' a a =P, ce qni 
donne n*=a</c'. Cela posé, et ejk suivant la même marche que pré- 
cédemment, on arriverait à l’équation de la trajectoire, à l’incli- 
naison de cette courbe en un point quelconque , à la durée du 
trajet et à la vitesse de projectile, et ensuite à la solution des 
divers problèmes que l’on peut se proposer pour l’espèce de tir au- 
quel l’hypothèse que nous avons faite s’applique. Mais il est plus 
simple de déduire ces solutions des résultats auxquels nous sommes 

déjà arrivés; il suffira, en effet, de supposer partout - — o, alors 
les fonctions composées 4> [x, V,), et V (x, V,), se réduisent res- 
pectivement à F et F' ^ ; les fonctions x(x, V,), et x (*, V,). 

se réduisent & F' et es 1 ; la valeur de d sera calculée pour 
le cas auquel on applique les formules. 



D’après cela, on trouve pour l’équation de la trajectoire l’in- 
clinaison, la durée et la vitesse du projectile, en'conservant les 
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mêmes notations que précédemment, mais en accentuant la va- 
leur de c pour la distinguer. 


.r^*tangf- ï ^.FQ|tangfi*=Ung?~ 7î ^'P(*) 

, = ^_p(-l).te = V^ J-. 

V cm 0 \>c / - • coa B • 




Cette équation de la trajectoire et ces autres valeurs sont au 
load les mêmes que celles auxquelles sont arrivés les divers auteurs 1 
qui se sont occupés de balistique; seulement, celles que nous 
donnons sont beaucoup plus simples, par, suite de l’introduction 
des fonctions F et F . qui tiennent compte 'de la résistance de l’air. 
La solution des divers problèmes que l’on peut avoir à résoudre 

s’obtiendra de même en faisant , comme on va le voir, - = o dans 
les résultats que nous avons déjà obtenus. 


41 . SOLUTION DES DIVERS PBOBI.àilES EST HE LES POSTÉES, LES VITESSES 
INITIALES ET LES A.NGI.gs OS PROJECTION 


* • - . " 

Lorsque le but est à hauteur de la bouche à feu, on a * = o; 

appelant X la portée horizontale , l'équation de la trajectoire, 
après avoir divisé par X, deviendra 

, ; ; : v 

- . * . 

d’où l'on tire , * 

sin a? = i pÆ) , Il = -A- F(A) ou V- = A- P{A) 

Quant à la valeur de X, on peut l’obtenir par approxima- 
tion : i" en recherchant par plusieurs essais la valeur de 


1 besout, Coars de mécanique , n' SïOi PoÎMon, Cours d* mécanique, L 4; P«*y, Cours de 
Mûtique, iifliogriphie de l'École deppli cation . MeU, 1 833 ; JObenbeim t diver* tuUur*, 
\ide- mémoire ({artillerie, l844, p. Ô4i. 
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qui satisfait à F équation mise sous la forme -p F -p — ik sai a 

ce qui est facile au moyen de tables des fonctions F (a) et des par- 
ties proportionnelles; 2” en développant cette fonction au moyen 
du retour des suites , ce qui donnera, en appelant X' la portée 
dans levide, qui est X' = 2/1 sin a^, 

( 3 c 36 \c / *70 \ c / 648o \c / ** 

5*i /X'V» i " v 

,{v) + rt 4. 




4536o 1 


Ch» arrive à une expression simple des coordonnées du sommet 
de la trajectoire; en les appelant x et y, observant que ce point 
appartient i la trajectoire et que l'inclinaison est nulle , on aurjr, 

■* . • * * B 

en remplaçant les fonctions F* et F' par leurs expressions en e“\ 
les deux équations, • . .* 

y = *' tang 9 ^ j>_I_ ,J et O-tang ?- 1 ) 

d’où l’on tire : ■' ... 

iWlog(i-*- £ *sin a et y = x' ( tang — c'tangf. 

1 . . ■ V * > 

Lorsque le point à battre n’est pas à hauteur de la bouche à 
feu, a et 6 étant les coordonnées de ce point, on a 

4ç=«tangft-- ï J-F(j), 

J* . . ... 

en faisant - =tang a, on aura, si la vitesse initiale est l’inconnue, 


h= : f/“) ou v =V/- 

4e«*f(UDgÇ — lange) \c / V j 


4 co*’ Ç (Ung<p- 

et par des transformations connues, 


f ; 


cos*$ (Ungp— tange) • \cj 


■ • h =* 


4*in(P— i) co*0 


■'(?) > v =V: 


>in (<&-— t) coe ^ 


"(il 
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Si l'angle de projection <p est J'inconpue , on aura deux valeurs 

' ■ . ‘ . . • k '/ 

dont la plüs petite seule peut être admise; en faisant— 77^— A', 
elle serai -, ..... . ’ 


(?)* 


umg ? = îi — J \/k’(h'-rb - . v,- , . 

Lorsque la trajectoire doit passer par deux points donné» dont 
les coordonnées sont a et b, a et b', et qu’on demande la vitesse ' 
et l’angle de projection , la solution est très-simple.; car des deux 
équations qui doivent exister en même temps, 

■ ■ ' • ■ jt • *• r. - • 

b — a tang ? — F (^) . V = a' Ung^-^pg), 


OU 


■ . •'(?) 


en divisant l’une par l’autre, on aura : 

t 

UDgO 


. trtge — 


1 p (iÿ 

« V , « Vf./ i»_. : - \«/ « \C/ « 

T 7 =s -7 — r* » <1 ou tang p — • — — 

1 *7*. !\«ÏÏ-"A, 


f G) 


. Connaissant f, on tirera des mêmes équations 

- <* « * 1 » * * , « • % \ a 

«r-, — «F -r V .. «’F -7 — a F — 


b ■ b' 


d ’ où A = ■■ /> ■ c • P uis v =y 2 

Si. la trajectoire doit passer par im point donné dont les .coor- 
données sont a et b) et faire en ce point un angle 6 avec l’horizon , 
on aura les deux équations •>' s ■* 

6 = « tang ^ tang 6 = tapg *-^*'(4). 
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0 ou, en faisant -= tang *, 


$7 


tang 9 — tang « : 




t F* -, 


Akxm'Ç 

divisant membre à membre , on aura 


et tang Q — - tang 6 : 


1 k cot'C 


UagP—lADge 




•( 7 ) _ - . .. 

et ’ tang <p — 


,F> v) Uüg,— F (j) uo * s 

. P (?) ^ (?)“' (?) 

En retranchant ces deux équations l’une de l’autre , on aura 

' ^ _■ ' 

t^.-t*ngtf=-^(aF'(3-F(4}) et 

«' à ' v . - % ' 

Dans chacun de ces problèmes on déterminera la durée et la 
vitesse du projectile par les valeurs de I et de », qui ont été don- 
nées plus haut. 

•; •• 42 . .. ., : -, , 

. ..... * ... ^ / 

Là solution des principaux problèmes qu’on peut se propo- 
ser dans lç tir plongeant se trouve ainsi très -facile dans l’hy- 
pothèse de la résistance de l’air proportionnelle au carré de la 
vitesse du projectile; mais on doit, comme on l’a dit, déterminer 
la valeur de c pour chaque cas particulier, ce qui force à détermi- 
ner, quand elles ne sont pas connues , la vitesse initiale et la lon- 
gueur du trajet, d’où dépend la vitesse moyenne qui entre dans 

j+ J et, par suite, dans celle de C. Cette 

méthode n'est pas sans inconvénients, à cause des opérations pré- 
liminaires qu’elle exige ; et il est préférable, dans tous les cas, 
d’employer les formules directes, qui sont plus exactes et -qui 
n’entraînent à aucun calcùl préparatoire , 


8S . Sl< fi Ii A BALISTIQUE 

ha méthode que nous avons indiquée pour le cas des petites 
vitesses des gros projectiles et des courtes distances ne pourrait * 
être appliquée sans des erreurs notables lorsque ces circonstances ne 
sont pas réunies; telestie cas du tir des bon lets aux grandes distances 
et avec les vitesses qu’on leur imprime ordinairement; la vitesse 
du projectile varie trop rapidement, et le terme proportionnel au 
cube de la vitesse a une IrOp grande influence pour qu’il puisse 
être remplacé par une valeur moyenne. Ainsi, un boulet de î 4 , 
ayant o“, 1 485 de diamètre et pesant i a l ,o i , animé d'une vitesse 
initiale de 5 oo“ *, conserverait, d’après la loi de résistance de 
l’air que nous avons admise, aux distances de 5 oo“, i ooo“, 

1 5 oo“. a 000“, des vitesses de 36 o”, 370“, ata", 169"; la 

valeur du coefficient 1 -t- serait respectivement 1,988, 1,88a, 

1,818, 1,768, et celle de A', qui doit multiplier' wRV, devrait 
être respectivement ausai 0,0637, o,o 5 oa, 0,0491, 0,0472. 0 
résulte de cette diminution , que si on voulait chercher les vi- 
tesses initiales qui, sous des angles observés, ont donné les por- 
tées de 5 oo", 1000“, 1 5 oo”, a 000“, et qu’on adoptât le 
coefficient qui satisferait à. l’observation de la portée de 5 oo“ et 
• qui donnerait une certaine vitesse , On trouverait pour les autres 
des vitesses plus grandes. En effet , en observant que ce coefficient 
devrait être plus petit pour les distances plus grandes, on voit que . 
cela revient à supposer la résistance de l’air trop grande; par con- 
séquent, on trouverait des vitesses initiales d’autant plus grandes 
que les portées dont on les déduirait seraient plus considérables*. 
On voit ainsi que les formules que nous avons données en pre- 
mier liçu présentent dans tous les cas plus d’exactitude et plus de 
.simplicité. « ' , ' . ■ ’ ' 


. 1 'Cm ce qui est arrivé presque coiHUmouutl , «I notamment dans les upéricncç* d'ar- 
tillerie eiéc niées A Givre de i83o à i$4o, per ordre de M. le ministre de la marine.. Ctal à 
i tortdqn'on on a conclu que les vHeasesd'on boulet lancé avec des charges égales de pondre 
..mènent aient arec isngic de projection, ,* - 0 
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I. Table des valeurs 


• .«1/ 



de «\ F' (a 

, L 

— ». 

FW = 

r 

w — 


a. 7 1 8a8. 


- 

y: 


— 

a ’ 


a 





A 



i , 

• 

* 




r 

, * 




•**< 

1 « 

• a. 

1* 

Wfe 

K(«). 

a. 

V, 

h- w . 

fW- 

a. 

1 ■ 

A 

F'(4 

F(4 


'* ! 

• 


-, ■ 



s; 

. J ' 


' 







A- • • 

0.00 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.50 

1.6487 

> • 
1.2974 

1.1898 

1.00 

2.7183 

1.7183 

1.4383 




0.01 

1 0100 

1 0050 

1.0033 

0 51 

1.6653 

1.3045 

i.i«ii 

1 01 

2 7456 

1.7283 

1 442] 




0.02 

1 .0202 

1.0101 

1 0067 

0.52 

1.6*20 

1.3110 

1-1985 

1.02 

3.7732 

1.73»! 

1.4478 




0.03 

1.0304 

1.0152 

1.0101 

0 53 

1.0089 

1.318 i 

1 202» 

1.03 

2.8010 

1.7480 

1 4535 



** 

0.04 

1.0406 

1.0203 

1.0135 

0.54 

1.7100 

1J 259 

1 2072 

1.04 

2.8292 

1.7589 

1.1M7 



. A* • • 4» 

0.06 

1.0313 

1.02*4 

1.0169 

0.55 

i.i»D 

1.3332 

1.8116 

1.03 

2.8577 

1.7002 

1 4650 



• * < 

0.0* 

1.001» 

1 0306 

1.0203 

0.56 

1.7307 

1 .3405 

1.2160 

1 06 

2.8 V, 4 

1 .7796 

1.4708 




0.07 

1.0725 

1 035» 

1.0*3» 

0.57 

1.7653 

1.3478 

1 .2205 

1.07 

3.9154 

1-7901 

1.4767 




0.0* 

1 .0633 

1.0412 

1.0272 

0.58 

1.7800 

1.3552 

1 2250 

1.0» 

2.9147 

1-8006 

1.4826 


. J. 


0.00 

1-0042 

1 046-'. 

1.0307 

0 59 

1.8040 

1.36*7 

1 2-293 

1.09 

2.97*3 

1.8113 

1.4835 



• 

0.10 

1.1052 

1.0517 

1.0342 

0.60 

1.82.1 

1.3702 

1.2340 

1.10 

3.0012 

1.8220 

1.4941 


y, . 


0.11 

1-1103 

1#71 

1.0377 

0.61 

1.8404 

1.3778 

J .2380 

J 11 

3.0343 

1.832» 

’ 5004 




0.12 

1.1275 

1.0625 

1.0413 

0.62 

1.6189 

I.JSS* 

1-2431 

1.1* 

3.0048 

1.8430 

1.5064 


,- a f 


0.13 

1.13»* 

1.0679 

1.0448 

a 63 

1.8776 

1.3930 

1 .2477 

1.13- 

3.0V 56 

1.8546 

1.5124 



• .* 

0.11 

1.1503 

1.0734 

1.0484 

0.64 

1.8965 

1 .4007 

1.2524 

1.14 

3.120» 

1.8656 

1.5185 




0.16 

1.1618 

1.0769 

1.0030 

0.65 

1.9155 

1.4055 

1.2570 

1.13 

3. usa 

1.8767 

1.3240 




0.16 

1.1735 

I.MM 

1.0556 

0 66 

1.9347 

1.4163 

1.2617 

1 16 

3 1899 

1.8879 

1.5303 




0.17 

1.1 4M 

1.0900 

1 0592 

0.67 

. 4.954.' 

J .424-2 

1 2IMU 

1.17 

3.2220 

1.8991 

1.5370 




0.1» 

1.1972 

1.0950 

1.0*29 

0 68 

1.9738 

1.4322 

1 2711 

1 18 

3.2541 

1.9103 

1.5432 




0.10 

1.2003 

1.1013 

1.0005 

0.69 

1.9937 

1 4402 

1.2758 

1.19 

3.2871 

1.9219 

1.3*94 




0.20 

1.2214 

1.1070 

1 .0702 

0.70 

2.0138 

1.4482 

1.2806 

1.20 

3.3201 

1.9331 

1.5557 


j, t 


0.21 

1 2337 

1.1127 

1.0739 

1K71 

2.0340 

1.4363 

1.2854 

1.21 

3.3533 

1.9150 

1.5620 




0.2 2 

1.2461 

1.1135 

1.0776 

6 . 7 » 

2.0544 

1.4645 

1.2902 

1 22 

3.3172 

1.9667 

1.5683 




0.23 

12446 

1.1243 

1.0813 

0.73 

2.0751 

1.47*7 

1 2950 

1 23 

3.4212 

1.9685 

1 5717 




0.14 

1.2712 

U 302 

1,0*50 

0.74 

2.0959 

1.4810 

1.2999 

1.24 

3. 4556 

1.9803 

15811 




0.23 

1.2640 

1.1361 

1.0»«8 

0.75 

2.1170 

1 4803 

1.3048 

1 25 

3,4903 

1-.9923 

1.5376 




0.26 

1 .2909 

l 1420 

1.0926 

0.-6 

2.1383 

I . VjT ) 

1.3097 

1.26 

3,5254 

2.0013 

1.5911 




0.27 

1.3000 

) - 1480 

1 .0964 

0.77 

2.15‘iS 

1 «3062 

1.31*7 

1 27 

3.5608 

2.010* 

1.6007 




0.28 

1.3231 

11540 

1.1002 

0.7» 

2.1815 

1.5147 

1.5197 

1-28 

3,5966. 

2.0286 

1.6073 



» 

0.29 

1.3304 

1 1601 

1.1040 

0.79 

2.2034 

1 5233 

1.3247 

1.29 

3,632» ‘ 

2.0109 

1.6139 




0.30 

1.3499 

1.1502 

1.1079 

0.80 

2.2255 

1.53 1 9 

1.3297 

1.30 

3.6603 

*.0533 

1.6205 




0.31 

1 .3034 

1.1723 

1.1118 

0 81 

2.2470 

1.5406 

1.3348 

1.31 

3.7062 

2.0658 

1.6272 




0.32 

1.3771 

1.1785 

1 . 1 157 

0 82 

2.2705 

1.0404 

1 .3399 

1 .32 

3.7434 

2.0783 

1,6339 


• 


0.33 

1.3910 

1.1847 

1.1197 

0 83 

2.2933 

1 .5382 

1.3451 

r.«3 

3.7810 

•J.OT10 

1 6406 



♦ 

0.34 

1.4049 

1.1610 

1.1*36 

0 .64 

2.3164 

1 5671 

1 3502 

1.34 

3.8190 

2.1038 

! .6474 




0.33 

l.tltu 

1.1973 

1.1376 

0.85 

2.3390 

1.5761 

1.3554 

1.35 

3.8574 

3.1166 

1 .6542 




0.36 

1.4333 

1.2037 

1.1316 

0.86 

2.3631 

1.5851 

1.3006 

1 36 

3.8962 

j.iim 

1.6611 




0.37 

1.4477 

1.2101 

1.1356 

0 87 

2.3869 

1.5941 

1.3658 

1.37 

3.9353 

1.1 «4 

1 6680 




0.38 

1.4023 

1.2166 

1.1397 

0.8.8 

2.4100 

1.6033 

1.3711 

1 38 

3.9749 

2.1557 

1.07*9 




0.39 

1.4770 

1 .2230 

1.1437 

0.89 

2.4351 

1.6125 

1.3764 

1 39 

4 0148 

2.168V 

1.6319 




0 40 

1.491» 

1.2296 

1.1478 

0.90 

2.4590 

1.6-218 

1.5817 

1.40 

4.0552 

2.1823 

1.686V 


f>» 


0.41 

1.300» 

1.236» 

1.1519 

0.91 


1 0311 

1 3.871 

1.41 

4.0959 

* 1957 

1-6039 



« 


> SJ ID 

1 2428 

1.1560 

0.92 

2.5093 

1 .6.405 

1 .39*5 

1.42 

4.1371 

2.2092 

1.7011 



. * 

0.43 

1.5372 

1.2494 

1.1602 

0.93 

if* 345 

1.11500 

1.3979 

1.43 

4.1787 

2.22*9 

1.7103 




0.44 

1.5527 

1.2562 

1.1643 

0.94 

2.5600 

1.0)00 

1.4033 

1.44 

4.2207 

2.2366 

1.7175 



• >4 

0.45 

1.5063 

1.2629 

Lit** 

o*s 

2.5857 

1.0692 

1.4088 

1.45 

4.2631 

2.2504 

1 7*47 




0.44 

1.5841 

1 2Ç97 

1.1727 

0.9» 

2.6117 

1.6789 

1.4143 

1.46 

4 .3059 

2.2643 

1.7320 





1.5000 

1.2706 

i.iro 

0 97 

2.6379 

1 0*84 

1.419» 

1.47 

4 3192 

2.2 784 

1 7393 




0.43 

1.6161 

1.2835 

i.iiii 

00 » 

2.6644 

.1.0*84 

1A75J 

1.48 

4.3929 

2.2925 

1.7467 




0.49 

1.6323 
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III. Table des valeurs de x (a, b) 
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APPENDICE. 


RXTOSE DES RECHERCHES FAITES SCR LE MOUVEMENT DBS FROJECTILES ' 
■ DANS L’AIR, ER SUPPOSANT LA RÉSISTANCE DU MILIEU PROPORTION- 
NELLE AC CARRÉ DE LA VITESSE DU MOBILE. 

43 . EXPOSÉ. «• ' 


Les expériences qui ont été faites pour déterminer la loi de U 
résistance que l'air fait éprouver aux projectiles en mouvement, 
dut montré que cette résistance est représentée par deux termes, 
fun proportionnel au carré, l’autre proportionnel ay cube de la 
vitesse : le second de ces termes a une valeur assez grandç pour 
qu’aux vitesses dont sont généralement animés les boulets, son 
influence ne soit pas moindre que celle du premier terme. Il n’est 
donc pas négligeable. . . . . 

• Lorsque les vitesses sont faibles et que les distances sont 
peu considérables, les angles de tir peu élevés, lorsqu’en même 
temps les projectiles sont de fort calibre , la vitesse éprouvé peu 
de variation depuis le commencement du trajet jusqué la fm, de 
*>rte que l’on pourrait, avec une exactitude suffisante, repré- 
senter la résistance par un seul terme proportionnel au carré' de 
la vitesse, i la condition , cependant , de déterminer le coefficient - 
de cette résistance dans chaque cas particulier. Cette condition 
n’existe pas dans le cas du tir habituel des boulets. Il en est de 
même dans le cas du tir des bombes sous de grands angles de 
projection; parce que, l’action de la pesanteur sur le projectile se - 
joignant à celle de la résistance de l’air pour en retarder la vitesse 
dans la branche ascendante, la vitesse varie beaucoup depuis le 
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point de départ jusqu’au sommet de la courbe; elle varie d’autant 
plus que l’angle de projection est plus élevé au-dessus de i’horison 
et que la vitesse initiale est plus considérable. On ne peut donc 
pas, dans ces derniers cas, regarder la résistance de l'air connue 
proportionnelle au carré de 1a vitesse dans toute l’étendue de 
la trajectoire, même en adoptant un coefficient particulier pour 
chaque cas- 

Or, c’est en se fondant sur la loi simple du carré delà vitesse 
que les divers géomètres ont traité le problème de la balis- 
tique. Les résuitats*de leurs savantes recherches deviennent par 
cette raison moins susceptibles d’application; néanmoins, pous le 
rapport analytique, surtout, ils conservent encore Une partie de 
leur valeur à cause de l'analogie qu'ils présentent dans bien des 
cas. Aussi croyons-nous devoir donner une analyse succincte de 
ces travaux. Nous le faisons avec d’autant plus de raison que quel- 
ques-uns de ces travaux dus a une haute analyse sont encore 
inédite , que d'autres méthodes peuvent recevoir de nouveaux 
perfectionnements, que les notations que nous avons adoptées 
rendent la plupart de ces formules d’une expression beaucoup 
plus simple, et que les tables que nous avons calculées les ren- 
dent d’une application beaucoup plus facile, qu’eniin certaines 
méthodes nous ont paru pouvoir être encore perfectionnées. 



44 . DIVERSES MÉTHODES D' APPROXIMATION. 


Les méthodes employées par les géomètres sont de trois es- 
pèces. Par les unes on arrive à des relations exactes entre cer- 
taines quantités qui appartiennent é la trajectoire, et au moyen • 
desquelles on ne peut arriver aux relations dont on a besoin 
qti’en Calculant numériquement les diverses partie» de la tra- 
jectoire. L’approximation peut être augmentée à volonté, triais 
en multipliant le nombre des parties et les calculs numériques. 
Telle est la méthode des quadratures et la méthode d’Euler. 

Par d’autres méthodes , on obtient les valeurs dont un a be- 



96 SOR L’A BALISTIQUE. 

soin en séries développées suivant les puissances des quantités 
données; les formules sont d'autant meilleures quelles sont plus 
convergentes , et On obtient une exactitude d'autant plus grande 
qu'on emploie un plus grand nombre de termes. Ces méthodes 
ont été successivement employées par Lambert, Borda, Teuipcl- 
holl et, en dernier lieu, par Français. 

Les méthodes d’une troisième espèce consistent à remplacer 
les expressions qui se refusent i l'intégration par des expressions 
approchées qui les rendent intégrables, de sorte qu'on arrive à 
des expressions eu termes finis entre les quantités que l’on » be- 
soin de considérer; mais ces valeurs ne sont qu’approchées et 
l’on n’est pasJe maître d’augmenter le degré de l’approximation. 
L’excollence de cette méthode dépend d’un choix heureux de 
l'expression introduite, de telle sorte qu'on ail è la fois une exac- 
titude suffisante ,i l'objet qu’on se propose et que les calculs soient 
asses faciles dans les applications numériques. Telle est la mé- 
thode ingénieuse imaginée par Borda, dans laquelle est entré 
après lui Bezout, et qui a été ensuite perfectionnée par Legendre 
et Français. <. 

En exposant les résultats de ces recherches analytiques , nous 
indiquerons sommairement la inarche des calculs; quant à quel- 
ques démonstrations et aux développements, nous renvoyons. aux 
ouvrages que nous citerons 1 . Pour qu'il soit plus facile de saisir les 
rapports que les résultats présentent entre eux, nous adopterons 
pour'tous des notations communes et nous traduirons, en c.onsé- 

1 Les ouvrage» principaux qui ont traité de la balistique sont le» suivants 
». Recherche.* sur la véritable coarhr que dicnceqt lei corps jftis dan* l'air oa dan* un autre fluifU 
quelconque , jwr Etrier; inséré dans J'Histoirfe de l'Académie royale des sciences et lettres de 
Berlin, année 1^53, page» 3 * i et suivantes. 

Mémoire sur la ré*ù tance des jluidri, emtc la solution du problème balistique, par Lambert; 
inséré dans tes Mémoires de l'Académie de Berlin pour 1767, pages 10» A »88; réimprimé 
au Journal des armes spéciales, eu » 845 , avec des notes de M. RiefTcl. 

Sur la courts décrite par les boulets et Us tombes, eu ayant égard à la résistance de T air . par 
le cbev. Borda*, inséré dans les Mém, de l'Académie des sciences de Pari», pour l'année 1769; 
réimprimé au Journal des armes spéciales, 1 816. 

Càurt de mathématiques , à t usage du corps royal de CartUlsne, tome IV, par Bdiont , de I A- 
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quence, les. formules données par les divers auteurs. Nous expo- 
serons d’abord les propriétés générales de la trajectoire. 

45. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA TRAJECTOIRE. 

Soit 0 (fig. 5), le point de départ du projectile, V sa vitesse ini- 
tiale suivant OA, p l'angle de projection au-dessus du plan hori- 
zontal, h la hauteur due à cette vitesse, P le poids du projectile, 
x et y l’abscisse et l’ordonnée d'un point quelconque M delà trajec- 
toire ; soit i la longueur de l’arc OM , t le temps employé à le par- 


i 



ration du carré des vitesses, par de Tempelbeff* inséré dans tes Mémoires de l’Académie 
de Berlin, pour les années 1788 et 1789, pages si6 à «99; où Le bombardier prussien , par 
de TempeUfoff , capitaine d'artillerie an service de 5 . M. le roi de Prassc. Berlin ,1791. 

’ Traité du mouvement des projectiles appliqué aux bouches i feu, par Jean-Louis Lombard , , 
professeur ans écoiea d'artillerie d'Atuoane, 1796. 

Recherches sur le mouvement des projectiles dans Us milieux résistants, par F. Français, pro- 
fesseur de mathématiques k l’école d'artillerie de la Fère, a a xui. Ouvrage manuscrit , appar- 
tenant à la bibliothèque de l'école d'application de t’arjillerie et du génie, à Meta, at dont 
oopie a été adressée à llnatitat de France. 

Balistique. — Indication de quelques expériences propres à complétât la théorie dm. mouvement 

4 * • * •* 

, «* 
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courir, via vitesse en ce point, z ia hauteur due à cette vitesse, 

B l'inclinaison de la tangente & la trajectoire ou de la direction 

du mouvement du projectile en ce point, nous ferons p =£■• 
On aura donc p = tang 0, cos 6 = ^ , sin 9 =? et v = ~ t -, soit 

encore g la pesanteur ou la vitesse acquise par un corps après la 

première, seconde de sa chute dans le vide. La résistance p sera 

- - y- 

représentée par nu*; dans cette expression n = AvR* et A= — . 

S é ta ut la densité de liait et k un coefficient déterminé par l’ex- 

P * ’ 

périence; la masse' du mobile étant -, la force retardatrice p'due A 

• , » P P 

ia résistance de Pair sera ou — v*, en faisant ac = — = — — et 

1 P ic nu A«n*o 

, * g • 

ep remplaçant P par ±wR’D, on aura'ac = j — 

En partant des deux équations du mouvement, 

d**-±*dt et 

di' t c as ■ di jc (Ij J 

Faisant dy = pdx, et supposant dx constant, ces équations de- 
viendront, comme on l’a fait voir (i o ), , 

(a) dxdp ~ — gdr et cd'p = dpds {b). 


du projectiles de tdrhll*r(c, précédée dé l analyse nécessaire, paf d'Obenheini , professeur da 
mathématiques à l’éeble d'artillerie de Strasbourg, iSi’4, •• ; . 

. Traite de mécanique t par S. 0- Paiasoo. — ■ Mouuem ent des projectiles dans U aide et du ni on 
milieu résistant. *.- v> ^ 

Cours de balistique, à C usage dss élèves de f École dapphcniion de f artillerie et da jènw^peu 
P«r*y, prohAsocir.— Lithographie de l'tcole d'application. Octobre s 833. ' j ■*>.. 

îf oie sur la formule employée par Lombard pour le t ir de bute* blanc et pour la fôrmatsen dot 
tables de tir, par iki (encontre V lieulcnantcoiouel d'artillerie. — Voir aussi l'Aide-mémoire 
• fariiUct n- de i vi-i , p. 64 a 

bormaln balistiques et tables de tir, par M. Ch imac, chef d'escadron d arqHerie. — Voir suit» 
l'Aide mémoire Jarüllen©. stH . p* GAju ' . ■’ . • \ • *. 1 ‘t 

Théorie mathématique da tir à ricochât et tables balistiques générales, par Otto; traduit del’aJ- 
lemand par RiafieU et Marnai due ormes spéattks, année 1 844. * 

*. Mémoire tué Tr tra/ecloire des projectiles dé T artillerie, par le comte de Crtfreniti : traduit da 
i allemand par Kieflel , «t Journal dis armes spéciales. uaoèfiàtHïci iSiâ r . * U 
. * . > * " » 


Digitized by Google 


SUR LA BALISTIQUE ,90 

L a seconde de ces équations est celle de la trajectoire ; la première 
donnera la vitesse et le temps du mouvement. La densité de l'air 

eC, par conséquent - étant constants, l’équation cd'p— dpds aura 

pouT intégrale = Be‘ .Pour déterminer la constante B, on pren- 
dra l'équation dpdx = — gdt' qui donne j- = — ; et comme 


dx 


au point de projection la vitesse horizontale est — = VcosÇ, on 


aura 


B = — — 


Vco«V 




t hcoê'Q 

- * <¥_ 

dx 


, donc 


a kaoê'Q 


On aura aussi, en divisant membre à membre avec f équa- 
tion (a), * - ■ - - 


— = a gh cos’<p e‘ ou 2 = 


hc09*Ç — - V CO« Ç — 

— '-*• et v = — — e •• 

CÙ9$ 


co*' Q 


Le second membre de l’équation différentielle ( i ) qu’on vient 
de trouver étant multiplié par dt, et le premier par la valeur 

égale dx \J i-f-p*, puisque p = tang 6, on aura 

* - ' * ’ ’ 1 ' . 

*-•> • ' _ t e*'dj= aficos'^dpy^t-t-p’ 

d’où, en intégrant et en appelant £ (8) l’intégrale }dp\J i -Hp‘ = 

= vPV 1 +P’+T l°g (P+\A laquelle changera de signe dans 
la branche descendante où p est négatif, on aura :• • 

(a) -e'= ^cos*<pj£(8) — C|* 

La constante — G est déterminée par la condition qu'à l’ori- 
gine du mouvement on ait s = o et 8 = (p, ou p — lang <p-, on aura 

fW ' G = THZi &>■ * 
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' Ainsi la trajectoire a pour équation 


». . 




Si le mouvement avait lieu dans le vide; il faudrait faire - = b , 

C 

et on aurait, comme on sait, une parabole. 

Ert mettant l'équation sous la forme 


<•« 1 3 k C©»’ Ç 




Remarquant que pour o, le premier membre, après son 

développement connu (m. 16), se réduit A l'unité, et en nom- 
mant t l'arc correspondant delà parabole, on aura . 1 .- 

- • t' = aÀsos'P ! £(?)— £(0) j. 

On aura donc • , ' 

. «'=:+; ou ‘ 7 = log («-+*7)' 

relations très^rcmarquablcs entre les deux arcs s de la trajectoire 
el s de fa parabole, qui se terminent en deux points ou les in- 
clinaisons sont respectivement égales. . -, * V . . -- 

. . , 46 . ASYMPTOTE. t 

Si l'on veut savoir ce que devient la courbe du côté delà branche 
ascendante, il faudra faire s et s’ négatifs, ce qui donnera 

iog \ ; 

Or; si on prend sur la parabole le point m', pour lequel l'=ç. 
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on aura s = — c log o, c’est-à-dire s infini ; doue ce n’est qu’à l'in- 
fini que l’inclinaison de la trajectoire devient égale à celle du 
point m ; donc il y a une asymptote dont l'inclinaison est égale 
à celle de la tangente en m ; f inclinaison de cette asymptote sera 
donnée par la relation 


— c = a Acos* ç J Ç(p) — Ç(9) j ou Ç(fl): 


lÀC03 a $ 


+■€(*)' 


Si l'on prend du coté de la branche descendante l'arc parabo- 
lique On’ de plus en plus grand, l’arc correspondant On de la 
trajectoire augmentera aussi , mais beaucoup moins rapidement. 
Donc On étant infini, On' lé sera aussi. Mais l’infini logarithmique 
étant du dernier ordre, on voit que la courbe Bn ne tardera pas 
à se confondre avec une verticale , et qu’elle doit avoir, par con- 
séquent, une asymptote verticale. 

Pour le prouver, éliminons J entre les équations (i) et (a), on 


71 = ï/j ~,P V »-+-/»*•+- *°6 (p-*- -+- consl - ! 

” , * ; -w ‘ • ’ * * ‘ - 

' ' ' " 

Or, quand on intégrera entre deux valeurs très-grandes de p, 
on pourra négliger l'unité et log p' ) devant p, alors 

on aura simplement 


7 - = — ; d’où l'on tire x — const — — • 

dX IC 


donc, à partir d'un point pour lequel p est déjà très-grand, lors- 
qu'on fait p infini, la valeur de x est finie. Donc la branche des- 
cendante jouit d’une asymptote verticale. 


1 Lâ solation numérique de ce problème sert trèa-facilc au moyen des tables des fonction* 
£ (V) qne nous avons données. 


un 


* Sur la balistique. 

-.n * -V • v • 

47. RAYON M. COOSBUJE. 


Lexpression du rayon de coftrbure est , dans l’hypothèse de dt 
constant, en le représentant par y, ... 


Ep substituant ia valeur de e* dans celle de on trouve 
celle de dx, ‘ V . • > 


dx - 


de tk 




o-tw ' . 


1»') 5 


C-f[9) 


Dans la branche descendante, là valeur de f [6 } sera négative , 
et, par conséquent, la valeur de y sera plus grande, pour les 
mêmes valeurs absolues dep; de plus, la valeur de y ne sera 
infinie que pour p égal à l’infini; ce qu'on sait déjà; et dans la 
branche .ascendante, où 4 (fl), est positif, y sera infini pour t = 
£(8); ce qu’on a fait voir aussi. . . . 

Le point de plus grande courbure se détermine en égalant à 
zéro la différentielle, de y, ce qui donne, en se rappelant que 

tW^fS/'+P' ■ • 

! ^i^^>(^=Cou-j— .-g(fl) = C. 

Cette équation , qui ne sera, satisfaite que pour des valeurs de 
p négatives, donnera la valeur de p, à laquelle correspond le nû-> 
nimum du rayon dé courbure. 
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48. VÏTBSSS. , . , - 

: \ * M *. . ■* . . . * , », « 

La vitesse du mobile en un point quelconque % été donnée 

en fonction de s; en substituant dans cette expression Ja valeur 
de s tirée de l'équation (a),- ou aOra , , y 

*(*+/>•)■ jcti-t-p*) 


> c-tw 


ou ’v* — 


l kcbs't 

• . \ 


-t-f (*)-«(«! 


\ Au sommet de la trajectoire, ou l’on a p '=*0 et par suite, 
Ç(0) = o, on aura simplement . 


St 


» h ca&Q 


-«m 


A partir du sommet, la vitesse va en décroissant par l'effet de 
la résistance dé l’air; mais. à une certaine distance du sommet, 
la pesanteur commence à augmenter cette vitesse, ,de sorte que 
•son effet compense celui de la résistance. La vitesse est alors un 
minimum. On déterminera ce point en djfférentiant la. valeur de 


la vitesse prise sous la forme, z ; 


« (s -*-/•*) 


et en posant dz —a; 


J jc-f(«) { 

de là résulte , à cause de (ff) —\J î -+-p>'dp , la valeur de p donnée 
par la relation 


* (>-+-pT 

. —p 




laquelle u’est satisfaite que pour une valeur négative de 6, c'est- 
à-dire que le point où la vitesse est un minimum est dans la 
branche descendante. -■ ■ . . ‘ 

En comparant entre elles les équations qui donnent respecti- 
vement le point du minimum de, rayon de courbure et celui du 
minimum de vitesse, on peut voir que le premier membre est in- 
fini pour 6=o et qu’il décroit quand 9 augmente ; il «u résulte. 
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que la fonction de 9 qui se rapporte au rayon de courbure conte- 
nant le coefficient atteindra plus rapidement la valeur de C que 
celle qui se rapporte au minimum de vitesse et qui contient le 
coefficient ; par conséquent, le point de la trajectoire où le. 
rayon de courbure est un minimum est pins prés du sommet que 
celui' où la vitesse est un minimum. 

Au delà du point où la vitesse est un minimum , cette vitesse 
augmente, mais pas indéfiniment, et elle se rapproche continuel- 
lement de celle .pour laquelle la résistance de l’air serait égale au 
poids du Corps, en même temps que la direction du mouvement 
ac rapproche de la verticale; cette limite de la vitesse est donnée 
parla relation . 

— = g ou 
- > < J 

■ , MÉTHODE DES QUADRATURES ET MÉTHODE D'EULER. 


' 49. MÉTHODE DBS QUADRATURES ET MÉTHODE tHRDLER. " . 

• . - ■ . ' ' 1 

Dés deux, équations du mouvemeùt* Euler 1 déduit la relation 
que nous avons donnée (a) -kj =r o ji), et ensuite, par di- 
verses transformations , il obtient : 

»* : ? ’ i . 

( a ) aK + , 7 fdp\/t-*.p‘<r -•>. 

• * * 

d’où Ton tire « 


(3)... 


if— » 


dt—- 


K fi, pv/i-H>* V * K fdf \/ i-t-R’- 

« , c J.~ i e » JHW- 

■ .■■ ■ » . ■ , 

1 . .a_ 

• v— — ? — ; r-- r 


- > ^ V/* Ç ' ... 

• . . * JhfL , * * - f • 

1 Brcktixhfs tus tavtntabU courbe que liicrntM Ut cvrjtt jeùi dantluir, pit Euler ■, Histoire 
de l'AeadSmio Se Berlin, rands 1753 *» 1 ** '*[' J*. 
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l.’expressioo fdp^i-t-p' est celle d’un arc de parabole; il a 
pour valeur, comme on Valait voir, -py i •+• p* -t--jdog (jf-*- V** -*-/>' j 

et il a été représenté par -la fonction £ (fl), qui s’évanouit pour 
9 î= o. Au point de départ où fl = p* elle devient £{?), et en 

remplaçant K par -, on aura plus simplement -• 

■ .-A - *r - -, ' .v..- > 


C=c C f- — — — -i y 

J C— C(*J 7 


=çC ., = cf^ 

- J c 


<W > -H>‘ ; ^ _V»« Jfi 


f( -' - v/»j^V-o— £(#) 

• c— .*(*) ' 


ces intégrales prises de manière à s'évanouir pour Ô = o ; d'où la 
vitesse au sommet v’ = Dans la branche descendante, fl change 
(•signe, et la fonction £(fl) conserve la même valeur au signe près. 

50. MÉTHODE DES QUADRATURES. 


On peut déterminer par lès' quadratures tout -ce qu’il est né- 
cessaire de connaître dans la trajectoire et la tracer par points 1 . 
L’abscisse d’un point qùelcftnque dè la trajectoire est égalé a 

la somme des valeurs infiniment petites dé ds == com- 

. ■ . c— *(•) ■ 

prise depuis-.p = tang <p- jusqu'à la valeur de p, qui répond au. 
point que l’on considère. .On aura la valeur de x par approxima- 
tion, en partageant l’intervalle des. valeurs extrêmes de p,en un 


très-grand , nombre de parties, égales pour plus de simplicité - y 
calculant ensuite 'les valeurs de - , multipliées ^»r la valeur 

très-petite Ap des valeurs consécutives de p , que l'on substituera 
à la différence infiniment petite dp, et la somme, des valeurs de 
4» ainsi obtenues approchera d'autant pins d’être exacte , que Ap 
sera plus petit. En continuant, le 'calcul jusqu'à ce qu’on sort par- 
venu kp^o, on aura, aussi exactement qu’on voudra, lesahaçisses 
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de loua les points de la brandie ascendante de la trajectoire, et 
la dernière sera celle du sommet. Au delà de ce point, dans la 
branche descendante,. les valeurs de p deviendront négatives, et 
là continuation du même caleul donnera les abscisses des points 
de cette branche. Par un procédé semblable, appliqué à la valeur 
de dy, on aura les ordonnées correspondantes aux valeurs suc- 
cessives de p, et on pourra construire la courbe par points. On 
obtiendra de même la valeur du temps t. La vitesse, en chaque 


point, sera donnée directement par la valeur de»* 




11 en sera de même de celle de s, comme on va le voir. 


. ' ' 51 . MfTHOM D'ECU». 



Remarquant avec Euler que dp \/i -+-p* = d.£(8), on aura ^ 
J. 1(9) „ . /C — €(9)\ 

. ‘ * = c £=tï) doù \“ c, °* (— ) 

sans constante, expression fort commode pour décrire la courbe; 
car, dit Euler, * calculant pour un grand nombre de valeurs de p, 
celles de t, on trouvera autant de portions de courbe , et sa- 
chant chacune l'inchnaison à l'horizon, on en tirera aisément 
les parties de i'abscisse et de l’ordonnée qui leur- conviennent - ; 
lesquelles étant ajoutées ensemble , donneront tant l’abscisse que 
l’ordonnée entière, qui répondant à chaque point de la courbe. 
Ensuite, ayant la vitesse à chaque point de la courbe par la .for- 
mule t>* = r *' chaque particule de la courbe divisée par V 
donnera le ^nips que le corps met à la parçoùrir; pourvu qu'oir 
prenne les particules de la courbe assez petites , on obtiendra 
assez exactement, tant la ligure de la courbe que le mouvement 
du corps. • C’est là ce qui constitue essentiellement la méthode 
d’Euler. Pour cette n»étbode ( une table des valeurs de la fonc- 
tion-^®) étant très-utile, Euler en a calculé une de degrés en de- 
grés. Il distingue les courbes en espèces déterminées par les va- 


V 
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leur» de C ; les autres ue dépendant de c que pour les dimensions, 
elles seront semblables. - * 


52. 


Pour construire, d’après la méthode d’Euler, un arc MM' 


if 


‘•V , — — 




Fin. 6 


A 1 V 

(fig. 6) aux extrémités duquel les inclinaisons sont respective- 
ment p et et les tangentes p et p\ on aura AM = clog — ’ 

et AM' = c Içg^i; donc MM' = c log ^ » l’inclinaison 
moyenne de l’arc étant - - , la portion qq' de l'abscisse sera 

c log c _ -— ■ cos —j—, et la portion de l'ordonnée correspondante 


sera c I 


-m 

c-W). 


, sin , pourvu que les différences de <p a 

soient asses petites. • ' » ■ . 

On calculera de même les vitesses en M et M' qui sont v — 

y gc c ‘~ l ~^ et 1,1 = \Js c ( ‘ I® VTtesse moyenne entre les 

deux étant " * . le temps employé à parcourir l’arc sera — - — 

* ' 1- L. • ' 

c. log^-^. Euler fait ensuite l’application de ces formules à 

une espèce de trajectoire en calculant numériquement les arcs 
de 5 e ' en 5 01 . ’ •' ‘-i •' 

Les autres espèces de trajectoires oot été calculées par arcs de moindre étendue, par le 
comte de Grsrenitx et par M, Otto. Mémoire sur la trajec toire et théorie mathématique du tir d ri- 
cochet, au Journal des armes spéciales .années t84& et 1 845- 
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53. CORRECTION DE LEGENDRE. 


L'erreur que l'on commet par la métliode d'Euler tient à oe que 
la projection des arcs partiels est déterminée comme si ces arcs 
étaient des portions de ligne droite; en opérant ainsi, on prend 
les projections trop grandes et on obtient des portées et des élé- 
vations trop considérables. Legendre a corrigé cette méthode en 
déterminant la projection des arcs de trajectoire comme s’ils 
étaient des arcs de cercle, et il trouve 1 que pour cela les projec- 
tions doivent être multipliées par le rapport du sinus du demi- 
angle que l'on considère à ce demi-angle lui-même , de sorte que 
les portions d'abscisses et d’ordonnées seront données respective- 
ment par les formules *■ , 




. c— îjeq • >+-$'' 

c loe - — rrz cos 

8 c — été) • * 


p— p 


, . <hH>‘ 

üUl °g — i^î s,n — 


p— p' 


P— 9' 


Ici ç $ représente l’arc dont lé rayon est égal à l’unité; le rap- 
port diffère de l’unité, lorsque l’arc est petit, de. j ; 

cette valeur est de lorsque est de 5 degrés*. - v . . 


54. CORRKCTIOll PROCOSé*. 

. • • t • ,* /• . I “ , 1 * * / 

• . •, • . * » . . • , , . 

La correction introduite par Legendre donne une plus grande 
exactitude à la méthode' d’Euler, parce que. quand on considère 
les projetions lioriiontales ou les portées, au rapport d'un arc 
de trajectoire d’nn certain nombre de degrés à sa projection , il 
est plus exact de substituer le rapport analogue dans un arc de 
cercle dont les inclinaisons aux extrémités sont les mêmes que 

. Vi^alwn Wbù,« P» Ligota , p. . h , « .tt.canq« ptit»opb,« à* Prodj. on J<mr- 

agi de treot/ polytcckaiqm , 1 1* caiiifr, <1/ JtorMBÎf». >•». 

* Plu* exactement 
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SUR LA BALISTIQUE: 109 

ce.rapport dans uneligne droite qui attrait une inclinaison .moyenne 
- entre celles des extrémités, Mais il est facile de Voir que si , au lieu 
d'un arc de cercle ou d’une ligne droite , on prenait un arc de pa- 
rabole ojculatrice A l’une des -extrémités de l’arc, on obtiendrait 
un Tapport beaucoup plus approché. Or nous avons donné' cc rap- 
port représenté par «, qui, lorsque les inclinaisons extrêmes -p et ?’ 

* . 1 ' • ’ { (£) {(ÿ’j 

ont respectivement p et p pour tangentes, est égal à p — f ' ' — 

Ainsi, la valeur plus approchée des projections horizontales des 
arcs serait ’ ‘ ‘ 

. c-tKf) p-r ~ , 

tro »c-«(0) V;.rv 

. Quant aux ordonnées, nous avons trouvé pour - la rapport 

• • % , y * - 

> '4 (tang’a— ; (ttngp— **ng#7 - 

d’où ' -y 

” — ï (tang<p + tang<p') j. * _ 

y . « . •••» > .• ■ - 

• 

' 55. DSOKB B-«XXCTITUD8 DES D1VEHSES MÉTHODES. - , 


Comparons entre eux les rapports donnés parles trois méthodes 
• pour juger de leur exactitude; en faisant le calcul pour l’arc de >. > 

6o° à 55*, pour celui de 45° à 4o°, pour celui de i 5 ° à ao°, et pour 
celui de 5® à o°, nous aurons respectivement pour cës quatre 
angles et pour les différences, avec la correction proposée, 


Méthode d’Etüer. cos — — . . . ; 

I-.:: 


6o* à 5 é\ Diff 

45"-4 jlo*- 

Diff. 

t 5 *à_ao.* Diff J 

y à o\ 

o, 6373 oo *$74 

0,^3717» 

>465 

o*ya 38 bo 597 

0,9990*8 

0,5871 3 © a 5 o 4 

0,-737038 

1 >1 1 

o, 9«3587 3 p 4 

0,998731 

n-D /-vr •' s •• 

0,5346 j 8 - 0 

;v •- * *1 

0,73581.7 

0 

0 , 9 » 3 aé 3 0 

0,998730 
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- . En comparant antre eu* les résultats de ces trois méthodes, on 
voit que celle de Legendre ne diffère pas sensiblement dé la 
méthode proposée lorsque les inclinaisons won petites, mais qne 
l'exactitude diminue à mesure qu’on s’éloigne du sommet de la 
trajectoire. Dans la méthode d’Euler. !«• différence est beaucoup 
plus grande pour les petits arcs; clic est encore double pour les 
arcs de a5° à ao°; A pour l’arc de (là* à 4o° et — pour celui de 
,6o° à 55°; comparées à la quantité .cherchée., les résultats do la 
méthode d'Eulor diffèrent des valeurs absolues, respectivement 
de Trr« ’ i77 • 777'! ces corrections sous les très-grands angles 
ne sont pas à négliger. - • . ■ . . 

Celte observation fait voir que pour appliquer convenablement 
la méthode d'Euler, même avec la correction de Legendre , il né 
faudrait pas prendre les arcs d’un pareil nombre de degrés, 
quelle que soit leur inclinaison, mais qu'il faut plus resserrer les 
divisions pour les angles élevés que pour les arcs de faible in- 
clinaison, comme nous l’avons fait pour l’application du tir sous 
les grands angles, lorsque la résistance de l’air est exprimée par 
deux termes. ^ 

En opérant pour les ordonnées comme pour les projections 
horizontales, on aura les résultats contenus dans le tableau suî- ,. 
vanl : 


Dàtiipiftlion des aura». . . . ... v • 

6 S à S6% Diff. 

i y i 4o\ Diff 

i5* 4 10*. Diff. 

O-t-O' 

_ 

■ . ' 

r 


o.^àSgo * *07» 
0.676876 i *86 

9,38*683 .608 

o.38*56i 730 


o,8à3 1*4 » 644 

... »ngO-t*i>ffO uugtp-t-toiisC 

Met. — » 

r r f(U)— f (01 « 

o,84 , 6'368 0 

0,576661 „ 0 

0,383*91 0 


S* à O.' Diff. 

,©436 19 70 

0,0 i 3 606 83 

o,o43689 o 


En regardant, d'après ce qu'on à déjà dit , la méthode proposée 
comme celle qui donne la plus grande exactitude, et en y rappor- 
tant en conséquence les autres, on verra que la correction de Le- 
gendre est moins exacte que la méthode d’Euler : pour l’arc de 
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6o° À 65° elle s’en écarte d e pour les autres arcs elle s'en 

écarte de -j- environ; l’erreur de la méthode d’Euler est respecti- 
vement de -j-J-j, — 7 des parties d’ordonnées. 

Pour mettre hors de doute la plus grande exactitude de la mé- 
thode proposée sur celles d’Euler et de Legendre, 'il sullira de 
considérer le cas où la vitesse serait très-faible et le projectile 
très-lourd, cas où la trajectoire ne différerait pas sensiblement 
d’une parabole ^dans ce cas, la méthode d’Euler, et celle de Le- 
gendre, donneraient des abscisses et, par conséquent, des por- 
tées t»p grandes et des ordonnée» trop petites ; la méthode pro- 
posée, au contraire, donnerait exactement les abscisses - et les. 
portées. 

METHODE DES 'SÉRIES. « - ' 

56. uénio or par ssmf.s. - •«'**• • 

Par la seconde méthode qu’on a appliquée à la solution du pro- 
blème balistique,' on obtient les quantités cherchées en séries pro- 
cédant suivant les puissances successives des quantités données par 
la question. "L'excellence de la méthode et le degré d’approxi- 
mation qu’on peut obtenir dépendent du degré de convergence 
des séries et du nombre de termes qu’on calcule. 


57. RÉSULTATS DE LAMBERT. 


Lambert 1 est entré le premier dans cette voie; après- être ar-, 
rivé par des moyens analogues à ceux d’Euler à l’expression de dx 
en fonction de p, déjà obtenue 



— ■ j p 

t> — {Jf\j 
e. 


il fait voir que , cette fraction étant résolue en une série procé- 

1 Histoire de f Académie royale de Berlin pour 176S ; Mémoire sut la réiiüance des fluides usée 
la lolmûon du problème balithqa* , p. 10a i 188. 
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dant suivant les puissances (le fdp \l i on arrive à la valeur 
de .r en fonction de l'inclinaison et des puissances paires de la 
vitesse; il obtient une série semblable pour l’expression de la 
durée du trajet, et montre (pie la valeur de y == ptlx n’offrirait 
pas de termes moins complicpiés. 

Pour arriver à'tiud relation directe entre y et x, -regardant dx 
comme constant, et remarquant que dy croîtra de la quantité due 
à l'action de la gravité, ce qui donne dy = gdl'ltti que puisque 

1 #■» j «f** ** 00**6 k » • 1 

dx 1 = v'cù&'Qdf*, on a — — ; on a aussi la relation qu^nous 

avons obtenue: 


fp 4y‘ di • jl j. . 

— = — OU — — — OU CCPy — dydt. 
ip ) J . J 

En exprimant la valeur de y par un développement procédant 
suivant les puissances de x, , 


: jS* — yx' — <5r‘ —.«ï 4 — rur* 


etc.. 


on trouve, èn considérant une abscisse infiniment petite, que fr 
doit être là tangente de l’angle de projection; y se détermine par 

— ^ 3 — , ot par celle tirée de l’équation ci-dessus 

*r 


di* r iPcoi'B 

j~ =s — 37 — 6 Sx — etc. , lesquelles, puisqu’on a à la fois x = o 

1 , ' t . * . , *■ • * •. • , 

et v = V donnant y = 3 


jWotV’ P renanl 1** différentielles de 
d$ r dy , è 


dy, d*y, dy, celle de == i ~ et celle de — , puis faisant le pro- 
duit de dy et de ds,. l’égalant, terme à terme, à celui de c dy, 
on a; , 




W T ) 

* £_| 

r * y. s / 1 ' 

r 9 

il 

G cV*' 

^oos^/* a4e“V*\co»^j 

1. .«oc’V 



^ E / ,* \ 

* o , «in? 

+ - 

3oVV 



ii c V k \coj ç) 

• . 



fcat’Q | 



! V V . *" 

" .ïor.V < 


îî ■ 

cV\c«9/ 
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C’est la- relation qu’il s’agissait d'obtenir et qui représente la 

trajectoire. . r . . 

.En remplaçant dans cette expression V’ par sgi, mettant 
en facteur commun, nous obtiendrons . *. 


U»»** 


1 + ï ~ 

. . 3 c <i»e 


^rtang?-,^ 


sinÇ 


( 1 V 


• a 

r 9 *' \* 

V«»~COC <£.) 

a* 

*i«? 

,'C. COB $ / 
•«? 

l'-e.JreoaV 

x. 3. S 

*ç*CO«*iP 

A. 

cojV 

** 

*• 

i.J.5.8 

CO.'? 


4- etc. 4 , 

etc. 


— etc.l 
4* etc. 


C’est par le facteur' entre parenthèses que cette expression de y 
diffère de ce qui aurait lieu sans la résistance de l’air: la première 


ligne de ce facteur n’est autre que - - ‘ c '. a "* . — (me nous 

. . . - • -if-i-V V 

. . . * . 1 \c.coiÇj 

avons représenté par • 

En conservant cette 1 fonction seule et en négligeant les autres 
^ termes du facteur, oq aurait l'équation d'un très-petit arc de la 
trajectoire ; on la déduirait aussi de celle que nous avons obtenue 
pour un ârc plus grand, si l’on remplaçait par le rapportmoyen a 
de l’arC à sa projection le rapport du premier élément à sa projec- 
tion ou —j. Les termes autres que lè premier sont relatifs à- la 
plus grande étendue de l’arc. 

Pour obtenir la portée horitoHtale | il faut faire o et tirer 
la valeur de i. Lambert obtient par le retour des suites, et èn 
faisant pour simplifier, -^2^=3 £ et ^'==: m, t . 

— t rr ?' + — #-*- etc. v * * 

c.comÇ 3 36 *7© 

4- msin^Ç* -r ~- in sin -v-etc. 

». 1 3 1 DO f 

i5 
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Cette suite est peu convergente, à moins que V s ne soit-beaucôup 

i .. . . • , • „ a»in^V*„ 

pins petit que c ou que ? nfe soit très*petit, puisque Ç = . 

Suivant Lambert, elle est applicable au tir sous lés petits angles 
au-dessus de l’horizon comme dans le tir des canons*. ' 

Lambert, par la différentiation de la valeur de y relativement' 
à x, trouve la valeur en an point quelconque de l'inclinaison de 
• j la trajectoire, laquelle est, en appelant £ la valeur de -£^ , 

. • ■ ’ 

m £* in C 


i - , , n . _ np 

ungS^tang? - “ - 


* • y ; t - 

> fv * . ; - -* 


a. 3 co»ip 
i .3 


-a. ‘3. Aco*£ 

Utogp 

" *Xi 

m'ccnÇ? 

i.l.i 


— etc. 


etc. 

• ** a 

-h etc. 


Cette formule , par les mêmes substitutions que précédemment , 

devient, en faisant V = a j A, d’où m = 

- - '• * « 


tangS = langÇ 


thc o«*0 


1 . 

. ri 1 

f - ’ 

\C.CO»(p/ 

r + TTi fe£p)* + etc ■ 

c*in£ 

* ' 

| . <ünf / X Y | 

i il 

\c. cos$/ 

' 8 À XC.tOt.ç) 


'* 

^ces^V/ * \* 

+• ,**■ J + etC - 

- , 

v • ’ i 

■> • % ' / *, • *. ,* ; 


• C.I 1 reiuarquim que t ikwui «u ucimicwc iitniiwx , t s que cc mcieur, mut- 

. - . . » ... • . ‘ V* - - ; ' 

itptié par c co»^, devient a «in $ coe^ ou la perlée dan» ie vide, que nous appelleront X , 

X' cg a $in (p 

remarquant alera que £ == — ■ — tt que m = -- »=*; — — — , on »wi 
- ' c.cosfc, M r 



; .„ ‘ V •* . • . 

__ <■ 

, •' 

1 X 1 

■ +-H2L)' 

170 

(—Y 

3 c. co» ^ 

36 \f.co»^7 

\c. cot.Qf 

i . . .x' 

-4- - sin*£ “ 



» pfp 

0 - c» co» p 

• 9° ' \c.c 


v L U. . 

: 1 X' 

r*» 1 » 1 ** 

6o c.t o»? 

- -h etc. 


-t- etc. 


» La première ligne «t le développement relatif à un petit arc ou à un arc plu» grand lorsque 
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Sous cette forme , on Voit que le premier terme 


2 ÀCO*'$ 


115 


donne 


l'expression de ('inclinaison qui aurait lieu sans la résistance 
de Pair ; la partie entre parenthèses est donc le facteur qui 

tient compte de cette résistance. Dans celui-ci, la première ligne 

• - - - 

cto*» 

n’est autre que que nous avons représenté par F'^ — 

c, CQSI? ;• ' *’ - . . 

et qui donne l’inclinaison lorsqu’on ne considère qu’un arc de 
très-peu d’étendue, ou d’étendue plus grande lorsqu'on remplace, 
parle rapport de l’arc à sa projection, la quantité qui ne »« 
rapporte qu’au premier élément. 

Ivambert obtient aussi pour la durée du trajet 

t =±u+-*+ lj V— e + 

• V \ . 4 U 194 . , 

L 

>) 


etc. 


main® «. * 5 m sia $ ^ 

_élç> — Ç» — etc-. . 


etc. 


Cette formule,- par les substitutions des valeurs de £ et de m, 
devient 




l is 1 

1 1 1 . _ l _ 

f_L_y + — 

l * 

.y 

L 1 . r * 

1 1 2CCO\Ç' . - X.A. 

etinÇ 

k jc.oo s$J J.î.i 

r * y s 

csin-£ 

( * ') 

j ^ ~ TJk 

isc.co »$J s. 3. 4 

4 

ccosÇXi 

\ïc. casÇj 
( * ) 

- 1.3.4 \ 

“TV 

\^c, coap/ 


Mise sou» cette forme,' on voit que , comme dans ce qui pré- 

’ ' * j ’ * % \ • T*"; l 

1 

l( terme a de sm formule» est remplacé par — le» terme.* autres que le premier Lieu tient 

compte de la plu» grande étendue de l'arc; mais ils sont incomplets. Lambert parait n'avoir pas 
remarqué que ht varlenr de m contenant K au dénominateur, il en résultait que ,* dana J es termes 
o 4 entre cette quantité , la puissance de C se trouvait diminuée. La sérierai ainsi mal ordonnée ; 
les termes , à partir du second . sont incomplet» et cette formule. de Tambert ne peut pas servir, 

i*5.» 


Il» SUR LA BALISTIQUE, 

cède , le premier facteur est la durée qui aurait lieu saus la ré- 
sistance de l’air; que le deuxième facteur donne l’influence 
de cette résistance; dans celui-ci la première ligue n’est autre 




que 




que nous avons représenté par F'|— — , et qui . 


ae.cw-P 


» * 1 4 * ^ ^ # î ’ ’ ' 

a lui seul, donue la durée t = — — F’(— ^ — 1. relative à un arc 

Vcpap 

de très-peu d’étendue ou 4. un arc (dus grand lorsqu’on remplace, 
par le rapport moyen de l’arc à sa j>rojéction . la quantité-^, qui 
ifost relative qu’au premier élément. " • * . 


58 . RÉSULTATS nC BORDA.’ 


Borda 1 , en partant des deux valeurs de x et dey, a =; J - r— ■ 

s» f cplp ’ • . * 

et y ~ J * — „ aeUssi cherché à exprimer y pai' une ljonction 

des puissances successives de l’abscisse x, ef au moyen des coef- 
ficients indéterminés, il a- trouvé la valeur- suivante : 

-w . \ V 

y=* * . " . ; 

*. JL / ,in * ' L b, ' ■ * ) ^etc. 

ai \4cA*co#*P icU co»'^/ 1 so cos* £ if’lcoj’C * % cV.co$* p] 

CeUe .éqüation jjeut se mettre sous la forme 

à(r^) + rh('dh-) +etc j 

»■ ' un a i*- - - • T • 

1.3. & oScoi'O î.i.S cHcôs'a ' ■ ’i ’ 

— ; O9>*0 **•>'. • ’l 

H r etc , 1 

». -V 4....» V ï-3,4-4 .«A*™**? I 

t • • - - •• 

Sur U courbe décrite par les kooteb et lu bombes, au «rut égard i U reuMiace de feir. , 

- 1 •- * 1 urv 7 e*é- ». r - -i;. 


» . 3" e.eo»p 

* 1 ’ **> fe» 
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Getle expression e?t ia même que celle que nous' avons trou- 
vée en • transformant celle de Lambert, et elle donne lieu aux 
mêmes observations. . . _ • < , . ' ' j 

. 5®. aésixTvrs oa tkmpf.lhov. - ï 

■* Teonpcüio! 1 a traité U question du mouvement des projectiles 
dans le cas où l’on suppose la densité de loir variable, soit sui- 
vant une- fouetiofi.de d'inclinaison de la trajectoire, soit suivant 
la longueur de l’arc parcouru, soit enlin avec l'élévation du pro- 
jectile «u-dessus-de la terre, et il a adopté, dans ce dernier pas, 
la loi de Muriolte, dans laquelle d étant ta densité variable avec 
l’élévation y et D la densité à la surface . les hauteurs otatit ex- 
primées en toises, on njar loooodog mais il ne donne pas 

les développements nécessaires pour des applications. 11 traite en- 
suite le cas où la densité est supposée constante. Partant de la 
relation finie qu’on obtient entre la grandeur d’n n arc et ses in- 
clinaisons aux deux extrémités, il .cherche par la méthode des 
coefficients indéterminés la série qui exprime t et y en fonction 
de e', de l’angle de départ? et de la vitesse initiale. Ces formules 
étant très-complirfuées, et d’ailleurs l’arc n’étant pas la longueur 
qu’on a à considère» dans les applications, j.iûus aie donnerons pas 
ces formules. Nous aurons, d’ailleurs, à en rapporter d’autres 
de eu genre beaucoup plus simples. Tcmpolhof donne encore d’au- 
tres formules relatives à la portée surunplan horizontal etàfauglc 
de chute, que nous ne rapportons pas pour le» mêmes raisons 

60. RÉSULTATS DR FRANÇAIS. , . 

Français 1 , dans des recherches non- publiées sur le mouvement 

1 Mémoire sur le problème balistujar, ou sur le mourcment cl an corps dans on milieu rrmtpht en 
raison du carri de la vitesse , par de Tempelbof. [MéspoirfS de l'Académie de Berlin pou » 
1788 et 1789. ) Ce mémoire a été publié sous le nom de Bombardier prussten .? * 

• Recktrckct sur le mouvement dre projectiles dans 1er -milieux rêrvtmu , p»r F. FrouÇAi» 
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<le» projectiles, s’ est attaché de préférence aux méthode* d’ana- 
lyse qui ne négligent rien , conservent dans tonte leur intégrité 
les données et les forpies, et fjui ne sont approximatives que par 
l’impuissance où l’on se trouve de revêtir ccrlaiueê expressions 
de formes finies. C’est par le calcul des dérivations, à la nais- 
sance duquel il a assisté et même coopéré, et où il a trouvé , dit-il , 
des ressources inespérées, qu’il a, traité la Question balistique. Il 
dit que cette méthode lui a permis d'arriver à de* formules qui,- 
non-seulement n’auraient pu être trouvées par, l'analyse ordinaire, 
mais qui ne pourraient pas même être figurées. 

Au calcul des. déri valions, Français a associé une espèce parti- 
culière de différentiation, qui lui a -permis de tirer presque sans 
peine des formules remarquables , qu' aucune autre méthode ne 
saurait donner aussi immédiatement et d’une manière aussi facile. 
Français s’est borné à la seule hypothèse do la résistance de l’air 
proportionnelle au cjrré de fct'vhessc. 

Des deux équations du mouvement, Français déduit les deux, 
équations connues : 

,(i).. v . dp.dx + gdt' = o et (à)..... dpds ctfy = o. 

. - * - . •'* '• • ’• ■ i • 

* ^ t ip fa 

L’équation (s), mise sous la forme d. log — — , donne, en 

"r"— • • - • 

intégrant, = Bé' , B étant une constante dont On trouve la 

valour Ë = — — > , par la condition de satisfaire aux données 

t A col 1 - p • • . 

relatives au point de départ^ ce qui donne, en faisant, pour sim- 
plifier, les expressions == f. 



1 h coa*^' 


an *ni. Manuacrit appartenant à 4a bibliotfeëqnc de l'École d'application de l'artillefie et do 
génie, A Mcti, et dont copia « été adreaaée A l lnautut de France. 4 
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Puisque b— tau g 9, et -r = (cos 9\~' on aura ~ = — — —, va- 

1,0 dx ’• * <ur cou* fl. dé 

leur qui, substituée dans l’équation (3) , donne m 


dt Sd, 


CO»* fl 7 h COR* P 

iikcos'Ç 

V > t 

on aura 

t 

d fl y • * * 


= — mde'\' * 

CO»* fl * * ' 

et, en intégrant, 

* * * ' * • ; » * 

, • • 

r d6 * ~ 

- « *. . / " 

1 — Tï = -™*“+ C.. 
J CO!'» ' - 


Si la première intégrale est prise de manière à disparaître 
lorsques = o ou lorsque 9 = p, il faudra que C = d’où 


W-“" S S i = *{>-*•)• 


dont il faut tirer une valeur de s en fonction de 9, et ensuite des 
valeurs de * et de y. Mais, avant d’aller plus loin, nous devons . 
expliquer ici la valeur des notations qu’emploie Français. 

®1. NOTATION EMPLOYÉE PAR FRANÇAIS, ET VALtFR 

Si JP est une fonction de p, la différentielle de cettp fonction, 
dans laquelle, après l’opération, la différentielle dp serait rem- 
placée par une certaine fonction qui sera ici cos s p. sera repré- 

sentée^r BfP; d après cela, Sfp = ^- cos‘ p . 

’ En différentiant de la même manière cetle première dérivée, 
et remplaçant de nouveau dp par cos' p, on aura Srjp; répétant 
la même opération sur S*fP, on aura &/<?, et ainsi de suite. De 
plus, introduisant la cédille sous le signe S- pour exprimer i.a, 
t.a.3, i.a 3.4, on écrira • 

'■ * &ff P°«r ~ pour ~^^'/P- 
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. Eji opérant de celte manière pour /? = sin ? et/? = cos ?, 
ou trouve les résultats ci- 3 près, qui serviront dans tout ce qui 
s*ra dit dans cette partie des recherches de Français. 

(5)3 sin? = co»'?, 

' 3* sin ?=— 4 cos'? sin?. • . ' , 

3*sin? = — 4 cos*? (i — 7 sin'?).- 
3'sin? ^ 800 *“? sin? (1 1 — 35sin'?}. 

3*sin?-= 8 cos'’? (1 1 — »a6sin'?4 : 4> , >5sin'?), -■ 

3‘sin? ='—64cos"?sin? (.73 — 6a3sin’?->-9 iosih*?}. 

3’sm)?=— 64cos“?(73— 3964sin*?^-i 5 1 4isin‘?— i^agosin'?). 

etc., etc. . 

v 

On obtiirndra de mèiné : 


v v - 

- / . 


(6)3cos? =: — eos’? sin?. '* 

y-cos? = — cos‘?(t — 4sm’?.). ■ - 

3*cos?" çoS*?'sin? (iî— ;t8sîn'?.). ■ . 

3‘cos? î= cos*? (i3 — 1 88sin’?-|-.3 8osm*?}. 

3*cos? =— cos"sin? (4g3— '3l 88sirt’?-(-364osin'?).. 

3* cos? à= —cos"? (493 — i548osin'?+6a83a sin*?— 58a 4o sin’?). 

3 , cos?=c6s"?sin? (37369— 48352 8an’?-f 1 4 1 7584 sin'?— .1 io656osin'?). 

* * * . 

„ etc., etc. • . - 1 ' < ' • 


(7) 


6‘2. VA1.SC RS DE I ET DE T ES ROM- Il OS Dr. LA ROUfil'U R DES A»CS ' •» 

Au moyen de cette différentiation - particulière, Frétais est 
arrivé aux résultats suivants : 

i y=sin? . j— ni 3 sin ?/(«"— 1 )ds-i~m'ô*sinrÇf(e“— 1 )'ds — ffi J 3 i sin ?/e“—i yds~h etc. 
I ntos?i — « 3cos? J"(e‘*— 1 )dj-t-m’ 3 'cos?J(e" — 1 )'ds — m' 3 ’cQS?/[e"— 1 )‘tii-+-etc. 

Dans ces expressions,- lés intégrales doivent être priselWe ma- 
nière à s'évanouir avec s; or, H est facile de faire voir que si A est 
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la caractéristique des différences finies se rapportant a ia seute 
variabilité de i, dont la différence Ai si, on a : 


;(***— “TJ 

Ù t | 


i* 

if**'— 3«-r* 

«V— ji«- 

1 (Si)» 

(•')* 


JV— i)d»=r|'— -j 
i)’rfj= ai j- 

j («“ — 1 3i j- 

etc. , etc. . • 

S . t . 1 - ■* ’ 

Les équations deviennent donc : 

j==sin?.J— BJ&sin^.i| |4-m'>5' , sinÇ. jH’^sin^.3iA‘|— ^-1 j 


x=cos?.J^Di3-co*if.ij^— ^ [-Hn*S J eos^. a iA) '*■ . j— mvycoaÇ . 3iA‘j- — !i 

Ln introduisant, au beu de l'expression - — ~ — - , la fonction 
qjjc nous avons désignée par 1» caractéristique. F, et qui est 
F(ü)== , et dont nous avons calculé des tables, on aura 

les valeurs do y et de x ainsi exprimées, en rappelant que « = - ,' 

"»hka>< 'jou* 

y— s ! site?— — (mSsin^.Ff-) — am’3*sin?AF(-W3m , 3‘sin<pd*F(-) 
J ( *»\ - V«/ ... . y / V*/ 

x=j j °os<p— ^ ^m&cosçF^-J'— i M’^cospAF^j-l-Sst'i^cospA’F^-j 

Les équations (7), (8), (9) sont des équations à la trajectoire 
exprimées ep 7- et s, ou en ± et ^ Il est très-remarquable que, 
par l’emploi de la caractéristique 3’, l’ordonnée y soit exprimée 
en sin <p comme x l’est en cos c’est* une symétrie qu’on aura 
lieu de remarquer enCore plusieurs fois, et que les méthodes 
employées jusque-là n’avaient pas permis de reconnaître. 

Quoique Français ait énoncé que scs formules étaient trop 
compliquées pour les applications, on peut voir cependant qu’a- 

■ 6 


4- etc. 
-j+ete. 


-etc.j| 

-etc.)| 
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vec U simplification qu'a introduite la fonction F que nous avons- 
rencontrée dans la plupart des formules de balistique , et au moyen 
des tables que nous avons calculées, les opérations sont bien sim- 
plifiées. En eflbt, pour calculer les divers degrés de AF^-j , il 

suffira de calculer le rapport - , de le multiplier successivement 
l«r a. 3.4-5, de chercher dans les tables les valeurs F^-J . F (— ). 

F^— j , d'en prendre les différences qui seront AF , AF^ - J j • 

AF (^) ; les différences de ces quantités donneront A'F^-j, 
les différences èntre celles-ci donneront A'F^-j , et 

ainsi de suite. On opérerait de même pour d'autres valeurs de -v 

deux, trois fois aussi grandes, et en choisissant la valeur 

de * de façon que - soit contenu dans les tables, et que, pai- 
sible, les multiples -de cette quantité y soient aussi, le calcul de 
F F^”j, AF^^.. se ■réduirait à des opérations 

extrêmement simples,- . ... .. t - 

Quant aux fonctions, de sinus et de cosinus exprimées par les 
caractéristiques 3-, 3*—.,, il faudrait les calculer nne fois pour 
toutes les. applications, et pour les six ou sept premiers ordres; - 
et pour quelques angles variant par exemple de 5 en 5 degrés '.Au * 
moyeu de ces tables, qui serviraient pour tous les problèmes, la 
détermination des abscisses et des ordonnées ne présenterait pas 
beaucoup de difficultés. 

Ou arrive encore à une expression très-simple des coordonnées 
des divers points de la trajectoire au moyen de l'angle asympto- 
tique, c’est-à-dire de. l'angle que fait avec.l’horizon l'asymptote à 
la branche ascendante de la trajectoire; cet angle étant désigné 
par X, on a _ 

• J Nota noua calcsié ce» Ut>l« pour qoai^oca aogln et pour t«*c»q prranora ordra- 
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sur la balistique. m 

, , , B m * 
(»o)..v siûX==Mn^^m3-sinÿ^m , 3’ , sin^-4-in , $’ J sin^-t-etcA 

• • ' * 

_y=sin>i .j— 3-sinX. *^e u — i)+-3 , sinX. %- (e 3 "— i) — s»n> i)-*-etc. 

jr=cosX.t— S-cos*. * (e “— y ) ^ S^cosV y (*•“— i)— ^ S* cos>y («*'*— i )-h etc. 

Nous pouvons donner à ces formule!» une expression beaucoup 
plus simple par l’emploi de la fonction F'(ù) — et écrire : 

y~ i |sin>— ^sinX.»F'^j -f-S^sin*. m 5 F'^| — ^*sin>. jtt’F'^^ •+- etc. j 

* ■ ‘ » •#* t ^ / 

i-=s|cosX— S’COsX.mF'^jJ +S J co**.«*F'|”J — ,&’cos>.ro ! F'^ -t- ctc.j 


63. valeurs ne r n m i en ponction ns lmnclinaison 

Français est arrivé aussi à des expressions des coordonnée», de 
la trajectoire en fonction de l’inclinaison de la trajectoire en 
chaque point. 

On a vu qu’on avait f— — = m(e i ‘— i) 

* / r if . 

en désignant par f (?) la valeur de l’intégrale J — ^ prise de ma- 
nière qu’elle s’évanouisse avec ?=o ; c’çst-à-dlre faisant 

. ' ■ ■ r i * "". ■■ *< 

' , * (?) = ; S’.-i; lo ? “"g ( 4S*+ ;? )*." * . 

l’arc i étant compris entre le point de départ où l’inclinaison 
est ?«t celui où l'inclinaison est 0, on. aura 

m (. 1 — «*•) =5(0) — 5(?)i on en tire «“ = 1 (5(?)-» 5(0)), 

V valesr de X te calcule utaeimplemeui , comme ou. l e feil voir (t), eu mojen de 
U teble des foucüoat t (0), v *’•' ... . .. 


16. 
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et > = c log j 1 -t- j ({ (Ç) — £ [S) ) j et d’après les équations ( i s), 
on auia 

y=<jsinX.logj i+^(É($-£(S))j— 3-sinX(£(p)— £(0))-t"3-’sinx}(m-t-£(p) — m*j 

— i ^sinX | (m-|-£(p)— f(fl))’— m* | + etc. | 

x=c joosxlog j i +“($(<?)— §S)) j«-rS , cosX(£(^)— £(0)) 4-^3-‘cosxj (m+?(? )— £ {8))'~ m ‘ J 

— ^3-*sin> j (m-t-£(0)— Ç(0))’— m’ | +etc. j' • 

Ces formules fournissent des expressions assez simples de ta 
hauteur du jet Y et de l’amplhude’de la branche ascendante X; 
en faisant 8= o, et partant o, on aura 

Y=cjsinXlog ^ i +^£(P)] — ôsinXfi[^)4-^sini m’| 

| — jâ- l sinX J (m+£(<P)) s — »’ j+etc. | 

•hx=c|co»Xlog^i4-^f(<P)J — ScosX£(ip)-|- d*cosX j {« h~£ (0))»— m* j 
f — j^cosX j m' j-f-etc. { 

\ . 

/ ; 64.. éooATio* or la trajictoirz. 

* ' e-i . . % > • , f ' - * 

Après avoir établi différentes formulés pour calculer les coor- 
données et des abscisses de la trajectoire an moyen de l’arc s ou 
de l’arc tangcnliel 8, Français arrive à la partie la plus épineuse 
du problème, l'établissement de l’équation de la trajectoire en x 
et en y. S’il est au-dessus des forces dé l’analyse, telle quon la 
possède, d’arriver A une équation finie, on peut cependant avoir 
l’expression de ta trajectoireen séries, sous plusieurs formes très- 
différentes, dont nous ne donnerons ici que lesplus remarquables 
et celles qui peuvent présenter le plus d’utilité. 

Pour y arriver, il faut éliminer s ou p, entre (es valeurs de y 
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et de x qui les contiennent. En employant à 'cet effet les for- 
mules du calcul des dérivations. Français est arrivé à l’expres- 
sion suivante s k s • ■ 

' * 

(i4).y = tang<p.Æ v .. 

-t — ‘ — l — (~-X :• * 

a .a a* \co 9 $ J . 

L_ _l_ f_i_y • 

i.»«3 afc.c \co «p/ “* 

~ 1 7 k ~? ~ (îïf s ‘ n ^ ! (^r? ) 

(s?)' ,.v.\ 

: j + M s j n ffl - — sii?0 J_sin'®( /— V 

^ 1 . *.3.4. 5.6 f aà.e* (lÀj'c 1 \{aA)V {iÆ)Sr/ {ï4)*c* i \co* £/ 

a- ii 3t 3 / 16 18 \ . / a «B \ . ... 

■“ I .j.3.i^.6.7 I TC* **“ [itj-v _ iiïjü - + (,*,•„/ sin * 

1?— sin’? sin 4 ^ 1 f— ^ * • - 

(.k)‘c> r (ji)*.c Y (Uw 

— etc. , etc. 

Français donne encore les termes en {t~$) {t~i) q uc 

nous ne transcrivons pas à cause de leur longueur. 

Borda, comme nous l’avons dit^r5), » donné les cinq premiers 
termes do cette expression de y qui, suivant lui, suffisent pour 
déterminer les portées des pièees d’artrllefie, lorsque les vitesses 
n’excèdent pas 65 mètres par seconde. •• • • 

donne 


£/ico»*$ 


Cette formule, lorsqu’on fait sortir le terme 
pour terme de la première ligne verticale le développement de 
la fonction - * que nous avons fait ressortir des formules de 
Lambert et de Borda, et elle prend la forme suivante : . 

* - i * _ * ' t • 

y = x tâng^- ^ [F {—) +. ^ «n ? ( c -^) r . ; ■ 

+ûi t (â , -7Î j,in? -(i) ,sin ’ 9 l fcb)’ .. 
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. SUR LA BALISTIQUE. 

'(sH* i n- 3 fâ^ iu ^ 3 fè)’ sm ‘^ 3 (y’ ,,n ^] G:~rJ 

xix ;) 3 3 ( tâ ) - 3 i ^)‘-( 2 6 tâ “ 1 8 (^ r ) ") (^ r )’- 4 - , «( ti )‘) sin *^ 

- 4 8 fcf sin’Ç - . 5 fc)* sin‘<p j (—)' - • 

a (tâ)’— 33 (nh f 5 7f* ~ 36 fe) +45 (fi)’ H * 


3.4.5.6.7.S 


>5) 


+ ( 58 fâ’ +i ^fé)) sin, M 70 fe)’ _ ‘ 5o 

-,4 7 (3 (^)’ • 

rnid 4 a 3 (n)’~ ao 1 +a ,6 fâWfà)’) 81 " * 

+ ( 345 fê) ,+ ’ 1 46 (nF^ 5 fe)i“ n ^( a 8 o fn)^ aaos (s }y in '* 

. s 7 ^(n) , )‘ i ?‘^ tS,: 2 fe)** in * < p- 9 45 fé)" sin *^!(^)’ 

4- etc., etc.j- ' . ■ • ■ - • /■_ . 

Français a encore calculé le terme en que nous ne 

transcrivons pas. * 

65. ! 

\ . J •; 4\ ■ /: - ‘ -, . ' •••»•• . . ... 

...Français, par une application différente du calcul des' dé- 
rivations, ejt arrivé à une formule qui est très-remarquable, 
et qui contient aussi je terme que nous venons de signaler;. en 
l’isolant, on obtient 1 : ; .-, ■ 

« 

/>•“*__ ,\ 

... ,= tang?.x~— f —— — J 

a \ ç . cosÇ ) ’ 

+ nrb( ,_rr ^) [* in ^+?|‘4»in<P-coV?i| {i-.‘*r) 

+ Ï3 ! 1 56s,n? - î [9 + T^i] cos ‘? rï~ 3sin?> COs '? (à’ j 

, . ' • T » 

1 Français a obtenu une aotre éqaation (63) dont le* deux preaaian terme* xcntle* mêmes , 
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- — 1 1 691 sinÇ — u [t.ê + ^] «,*■?! — 8 , sin^cos^ (fjf 

[ 5 -^] cos4 ^(^)’ i ('“ '• 

■5-îiT !' 8936 sin? - 2 [ l4o, + ^]^^r;- 2 [770--^]sin?.eos^ 

+ 9 [ 63 -c-£y^ ? fe)’ +,5 {7-^] sin ^ cos ^ fâ’i ('-*" 


-h etc. , etc 


4 


Nous remarquerons d'abord que dans cette expression le (acteur 
de — — — n’est autre que la foncticm — ~~ë)' P ar ^ ue ^ e diffère 

de l'équation dans le vide celle d’un très-petil arc de la trajectoire 
dans l’air, ou celle d’un arc plus grand , lorsqu’on remplace le 

rapport a de l’arc à sa projection par celui — du premier élé- 
ment ; nous remarquerons. ensuite que , en représentant^ n géné- 
ral par F'(ay la valeiir de — — , on âura : 

■ iwkiï- \ * - 1 « ‘ W*"»- . . . - \ 

4 . * ,é . *— — - • * . . • . 

y ï*L s /'jg& w^l- 
, u - e — ï-jzl = sl. y™?j. 

' ' * V C.CVàQ • « 

/ «>U # r 

Daprès tfeque nous avons dit, comme d’&pr è» le développe- 


ment des valeurs de F' 


\C. CO§£/ 


et 'ou reconnaîtra d’abord 

que la première est toujours plus petite que la seconde, et que 
leur rapport est d’autant plus petit que — ^ est plus grand, et 

ensuite que ce rapport est très-pei4 au-dessous de fonde quand 

- ' ' • * . * • * 

et qui est ordonnée suivant les puissances de c. Otto a aussi obtepu [Tkdoru- math/maiiquc du 
tir à ricochet, traduit de f aliénant' par M. Rinflel) une série ordonnée de la mémo .maniéré -, 
et dont il donne le terme général. .Yayam connu' cot ouvrage qu’a près la rédaction de cet 
appendice, nous na pouvons entrer ici dans d'autres détails. - »- « 
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, est petit. Le terme — — étant ainsi en dehors, on voit uüe 

t.fMS r # C -«» I P 

ia quantité comprise dans les crochets [...] est ordonnée par 
rapporté — — quant à la ‘partie en. dehors, elle contient le 

deuxième terme , et elié a pour valeur : 

A* a*’p * 


*■ *' 

* AAcoa'O ,a.3.4t«.cos*e 



■_ * • , - - 66 rostia HOR1IOSTALE. 

Français a cherché aussi la portée -sur un plan horizontal ; en 
la représentant par X, il Obtient.! • ; 


• - 

2/1 sin 

,f,glï'i ,,Un y 

S/atiiupA* >6S 

■/ c 



^9\ « . / \i35 

*WJ\ e / 

. /is* 

3a / ç \>Wat>ine\é 

P ^i6a j4 / c \* 

4 /c\*\ Ataîaÿy 


TïVTij.A c j 

VS 67 • Hiçt \tty 

■«slii/ A « J 

/■9 3 *e 

\4a5i5 

3oo8 /«!’ a 

"^*4ja5 \ih) - 175 


etç. , etc. j , 


Daus cette expression , a h sin a £ n’est autre que la portée dans 
le vide X' et — est ésral à — . Cette formule est peu con- 

r c O * C.COS^ . 1 


. . a h sin p , ^ A • . i • 

vergente , à moins que — • ou le rapport ne soit lui- 


même peu considérable *. • • • * . 

Français a aussi trouvé une expression de la vitesse qui 
produit, sot^s un angle (}onn 2 , une portée donnée sur un plan 


** • . 

• Lambert a donné cinq tenue* , que non» avons rapportés (»4), de la portée homontale; 

il» ne sont pa» complet». La noie au Juta de la page fait soir pourquoi ii» ne «accordent pas 
avec ceux de Français , dont le développement est exact. 
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• * 

horizontal; cette portée étant .représentée par X, il a trouvé : 

sin Ç 




■î*(— ê * — y 

\<‘.co*pi ,e ‘ co * r — -X — c.cosçJ ( 


: c.co•ç# < • e0,, — X — e.coa$ ; * . \ 

— Vjc.cos^e^+ô) (e' 7 '"*- i)-aX 


+etc.,etc. 


Dans cette expression , le premier terme , qui entre dans tous 
les. suivants, peut prendre une forme plus simple en y introdui- 
sant la fonction F ; car alors on a 


X — 


sia p 


•a stn-if 


on a aussi- 


. \cxm W 


x i x \ T ; x 

c.co&Ç.e 9 X—c.coê<p c.cos$ \c.co»$/ c.cos^ 

", *. £' *2 « "i /r * d 1 ' 

et en faisant, pour simplifier les expressions, on-aura : 


|(5e'*-l-32e‘-t-5())(F'(o}^— a(i6e”+97e* j i 7+1 8«e*) F«+ 1 a {ge**- 1 +3 ac*) 
' ~ Haï? [( e ’*~ 1 i)W a Y~ («“— a 6 e‘— a 3 )F a — 6 (3e‘-t - 1 )] ’j 

■+-à | (' 3 e ! *-H 63 c , “-l-i 3 ôe*-t-i 49)(F'a) > 

— 2 (4 6 e** + 3 6 9 e” + 6 o o c‘— 4 7^ -I - 3 6 ae” -h 4 6 8ae‘ -4- 4 S.i’e*) (F'o)* 

4 - 4 (i ooe 5 ‘-t-8a8ê’'— 7oSe*+474-3o6ae”+i98a4!*+48 a*e')F'(a) 

— a 4 ( 64 e ’*— 4 2 e” — 1 oe‘+ 3 4- A8œ*‘ — 6œ‘ +' 4 a*e“ ) 

— [(Se 1 *— a •jé ui —‘i 43 e*— 276} (F '«f— 4 ( 4 c‘‘— 72 e”— a 9 1 e* — 46 — 36 «e‘) (F a)* 

... ■ . • ' i 

— (1 3e 3 *-t-765e , *+969e‘— 1 27-t-a88ac‘)E'a+i 2(ae s *4-4ae*'-H4c*— 3 -f-i a«e‘)] ( 
4-etc. , etc. 

• t * 

• ■***_.-/' - . s' * 

Cette formule offre la solution de cet important problème : 

Etant donné l’angle de projection -ÿ, le coefficient de la résis- 

»7 
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tance c et la portée horizontale X, déterminer la vitesse initiale. 

Lorsque le tir a lieu sous de très-petits angles , alors sin ç est 
très-petit, et l’on peut négliger la troisième puissance et les puis- 
sances supérieures de sin ç devant la première ; eos <p étant sen- 
siblement égal à l'unité , la formule se réduit à 


c 3sjn0 

ou 


€ 3sin0 cos0 


X F 


(7) 


d’où h= 


3 sin 3.0 




ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé directement pour 
ce cas particulier. 

Si la portée X est peu considérable , si en même temps le pro- 
jectile est lourd, c'est-à-dire si c est très-grand, et pourvu que 

\ ■ • j 

l'angle de projection ne soit pas très-grand lui-même , alors — - 

ou a est une très-petite fraction; alors aussi «*, F'(a), F(a) peuvent 
être regardés comme égaux à l'unité : il en résulte que dans cha- 
cun des termes entre parenthèses, facteurs des diverses puis- 
sances de sin <5, les termes facteurs de de a, de — a et de — 


ainsi que les autres termes, se réduisent chacun en particulier à 
zéro;. de sorte que la formule se réduit à = üllî ou h = — - — , 

1 JA X sain a 0 


C.COS 0 

ce qui est la vitesse qu’oo obtiendrait dans le vide. Cela devait 
être; mais il n’était pas inutile de s’en .assurer, vu les nombreux 
multiplicateurs numériques qui se trouvent dans cette formule; 

appelant h' cette valeur de h = — — — — , dans ce cas particulier du 
milieu non résistant, la formule peut prendre une expression plus 

. . “ s sin 0 c , 

simple ; remarquant que — , on aura 

F« * 

C.COB 0 


d’où * ' ‘ • ■ 
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, . ir. i vi 

L. ‘ /-4-VI 

, • ( * V| ) +etc 

+ aW'F(«}/ | 


~ + &7«U'l'W/ |-i +etC - 


Dans cette formule, en n'a pas écrit les ternies qui devraient 
être renfermés entre parenthèses; ils doivent être pris dans la for- 
mulé précédente, * • • ■ 

67 . LONGUEUR DK L'ARC DONT LA PROJECTION EST DONNEE. 

Français a trouvé pour la longueur d'un arc de la trajectoire, 
compris entre l’origine et un point dont l’abscisse est x, la rela- 
tion suivante , dans laquelle a est une quantité arbitraire. 

— | (e“— 

+ ds| I^? + 7 sin * ( 3 -7^) + , Ï !cos ‘* 

4- etc., etc., . • 

jusqu’à la puissance 6“*, après quoi il donne la loi de formation 
des termes. 

Pour simplifier, faisons a= ^~ remarquons que = i et 

“ — i * 

que =r on aura: 

* XX C COB p * 


s = * F'( * ) 

|— Vs*»sm0Î (F'— 

i.».c(m'9 )\ ccotÇj 


( 

» \ 

•in e 

1.1.3 c* ( 

cm 1 ? 

COB Ç> 

«• 

1 ô 1 


1 1. a. 3.4 c* 

(cÔB* Ç ’ 

càïp 


1 7 m s cos i ^sin? 


a4 a4«8tn <p 

L.A niî 1 H — — \ 

eoa‘p~^ cob*P 

r«w woyw — | 

V COB*?/ 


« 7 - 


V 
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— m*/ .5— (F*-—— )* 

. \ , cos* <P / ) \ e cos ^ / 


1 10 

- - 

1 tOlHBinP 

co»*£ 

cm'f 


V. ' 

. ■ 


+4m 5 cos r ?sin® {.18 — | 

— m* cos 6 ? (ô 8 ~)+ 5 w s cos l, sinçfa i ■ ■ ■■ ' ■ WF— — V 

\ CU»Ç/ \ co»"0/l\ rcos®/ 

-I- etc., etc. 


68. DURÉE DU TRAJET. 


Partant de la formule dxdp + gdP == o, qui , combinée avec 
— — tnt e“ds, donne ^ = (—Y 1 cos f eT, Français trouve 

cos* 9 dj \ g J 

une expression de la durée du trajet. En conservant aux dérivées 
exprimées par la caractéristique $■ la même valeur que précédem- 
ment (18), il obtient la formule suivante: 

(ao) <=a Jcœ <p ') 

« 

>• • ■ : . ..... 

-V - jjj;»«>s?^"&‘cos?| 

a 

1 /*\«l r « m _ s i/»è 

+ ; (7) | cos *-7 f «os ? j (e - i) 

C0S ^~*TTf «>s?-k(")Vcos (e”- i)‘ 

- I (t)‘ 1 71 f ' C9S ? ~77 * (t)‘ * 005 H (***?. * )* 

;.„-ç 0 ! £ ?’ - «*+ j. ©Vf - ♦ 

* ’ *“0‘f eos^j^r-i)’ ;. 
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+ i(“ 

y* y 3.3.4 * . _ i.5 n » , 6 /m\ 

) C0S ^-7I7^ cos<p+ ; ( 7 ) 

1 « 

S- co s ç 


— J S- cos <p j ^e “ — 1 

r 

-h - (- 

V« ( 1.3. S. s 1 ■ 3.4.5 m 1 , 5.6 /m 

. — S- cos <p S- cos ® H [- 

1 ( i.â. 6.8 t 1 . 4.6 c f a. 4 \c, 

j S- cos 


-fQ’f cos * + (t)* 


--fc 

- to \c 

»\» 4 i.3. 4.5 . » . , • 4.5.6 oi • 6.7 /« 

■) , , „ 3 cos 0 — — S- ços [- 

1 / * 1 î.4.6.8 e a.4.6 c c a ,4 \ c 

j .Sr cos f 
1 


.-“(^‘f'coef+.gy^çosf [( 

71 \» 

' -T') 

4- etc., 

eto. 1 ... . ,f 

• • > a .* , 


La., loi de oes termes est facile ^saisir. 

Si l’on veut osprimer le temps de la montée suivant la brapche 

.. • ", ' . ^ r ‘ ' 

ascendante, on changera e*' en -+■ On aurait de même 

le temps employé depuis le point de départ jusqu'au point où 
l'inclinaison est de même grandeur qu’au point de départ, mais 

en sens opposé , en changeant V*« -en 

La formule qui précède, peut recevoir des modifications qui 
la rendent plus comparable avefc Celle qui est relative au vide 
ou à colle que nous avons obtenue pour les petits ates. Pour- cela, 

. : * • ■ *#''• \ r.- * ,> . • .• i 

on remarquera que le premier terme a cos Ç (^ e ^_ ( j se 

transforme en— -F f-i faisant subir «ette transformation aux 
autres termes, on aulV.' - ’ 


-ri-, ® W (;) r 


«-■ 
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6 coi p 


+ 


8 coi Ç 


locosp 




'{■mm 

i-i(*'0H± î (=ra 

'l-l 

I !( F '(3) ,+ctc - ete ”] 



Dans cette expression, le terme en dehors des crochets est 
la durée relative au mouvement qui aurait lieu en ligne droite, 
sans l'effet de la pesanteur; le terme entre crochets, qui 
renferme l’angle de projection et le coefficient de la résistance 
de l'air, donne la différence de durée due & l’effet de la pesan- 
teur. Le terihe " est égal à . Tels sont les principaux ré- 

sultats auxquels est arrivé Français : il en a obtenu beaucoup 
d’autree que nous ne rapportons pas , de crainte de dépasser les 
bornes que nous nous sommes posées ; ils sont trés-remarqnables 
par leur symétrie , par les nombreux termes calculés et par les 
lois de formation des termes, ce que les formules propo- 
sées jusqu'à. lui n’avaient pas encore donné. Presque toutes ont 
pu être encore rendues d’une expression plus simple et plus 
facile à calculer, au moyen des fonctions que nous avons dési- 
gnées et des tables que nous avons calculées. ■ • 

. MÉTHODES D’AFPROXItlATiOÿ. 

• * . s . 

69 . PRINCIPE DES DIVERSES MÉTHODES D’APPROXIMATION. 


La méthode d’Èuler et les formules qui représentent par des 
séries plus ou rtioins convergentes' les^aleurs qu’on petit se 
proposer de déterminer dans ‘les problnfts de balistique exi- 
geant des calculs très-longs, les géomètres ont cherché une 
autre voie et ont tâché d’obtenir dos formules plus faciles et don- 
nant même temps ùne approximation suffisante. 


Digitized by Google 



SUR. LA BALISTIQUE. • 135 • 


70, METHODE DE BORDA. 

' = — se refuse à l’inté- 

« . 

gration, a eu l'idée de prendre pour la valeur de c, dans laquelle 
entre la densité de l'atmosphère, une fonction de l’inclinaison 
telle, que l’intégration devint possible et qu’en même temps la 
densité n’éprouvât pas d'anomalies trop considérables. C’est une 
voie dans laquelle sont entrés après lui plusieurs géomètres» et 
en particulier Legendre et français, qui y o»t apporté de grands 
perfectionnements. La fonction qui a conduit Borda ata expres- 
sions les plus simples est celle-ci, - dans laquelle «est une 
. . vfTnPp 

quantité arbitraire; remplaçant donc la densité de l’air S par 

S - * — ou — par — — - — ü .détermine a de manière qu'au point 
v/TT? « r e \J* n r 

de projection où /> = tang la densité soit la densité véritable, 

c’est-à-dire qu’on ait ■ ■ ■■ * - ■ = i , d’où résulte a = — — . On voit 

* V,-, -p> «»e 

par là que la densité de l’air, variable en chaque. point, est égalé 
à 


en remarquant que ds = dx\J J 4 . D « devient — 

* r •* eo .«ç/r+ÿ* 

-, et par l’intégration Borda obtient pour l’équation de la 

trajectoire . • ; . 

7 = x (tang ~~(e^ - <) 

1 coj 9 

La force retardatrice - est supposée * exacte au point de 

Mémoire dé t Académie des taences de Pans pour l'année 1769, su r la courbe dérot* par le* 
boulet* et le* bombe* . en ayant égard à la résistance de l’air, par Borda. 


eoa^ 


V v . » 


• » * •* j» b, > | ; ■ t 

Par U substitution de - v à —, l’équation ci-dessus, 

• • ■ • « ewaVi H-D* * « • T ■ 


Borda ', considérant que l’équation ^ 
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départ; mais elle est trop grande dans la partie supérieure, 
là où la vitesse est plus ûnhle; elle redevient exacte dans la 
branche descendante au point où la courbe a la même inclinaison 
qu'au départ* puis elle est supposée trop petite dans la partie 
qui suit jusqu’au point de chute, et quoique Borda ait pensé 
que par là les erreurs étàieht assez bien compensées, cependant 
l'amplitude et la hauteur du jet sont' trop petites. Mais si l’on cal- 
cule' séparément la branche descendante, en partant de la Vitesse 
au sommet déterminée directeinent , on diminue Terreur , sur 
l’amph'tude totale. 

Cette formule de Borda' peut être ramenée à Celle que nous 
avons* déjà donnée , en y introduisait la fonction désignée pat h’ ; 

elle devient ainsi a > -y ~ V '» • 

W , 

. . , * 1 - »t ^ , -■ - * ■ » • . 

71. FORMULE DE BEIOCT. 

i ' . ■ » . 

Bexout 1 est arrivé à des équations de même forme (pie celles 
qui résultent de la méthode précédente , mais par des considé- 
rations compliquées ; elles reviennent à remplacer par une quan- 
tité constante une quantité variabl^avec l'inclinaison des diverses 
parties de la trajectoire, c’est-à-dire qu’il représente par a la 
quantité ... «■ . 

' . , t 

s ‘ 0 1 9 • .* 4 ‘* 9 

- tang* - -H — - Uog* — l- tan g* - -+- etc. 

3 s iâ a 10S a 

1 H ' 0 
tang*~ 

/ a » ’ * 

et qu'il choisit pour ôJUplus grande valeur qu'elle peut avoir, c'est- 

1 Cpars tU matkèmaùfut à CüMttft du corpi nyul durtillm*. Mouvement des projectiles, 
p. 138 à 197 de l'Mitùm de 1788, et appendice, p. 438 „ * 
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à-dire <f. L équation qu’il obtient peut se ramener, à Je ferme 

smjnptc : . .- 

•y--** 

il montre ensuite que la quantité a est équivalente à 

- sec. ? - ctot". Ç log. ^45 0 ÿ J , 

et ii donne une table de ces valeurs. , , , 

Bezoui propose un moyen d’avoir égard au changement de 
densité de l’atmosphère; mais par ce moyen l’erreur -sur l’am- 
plitude est plus grande que quand mrsuppose la densité inva- 
riable. . • h 

»• '**’ . e. .*: » - • . t \ *•*'• . ‘«d 

72. MéTHODZ DE leoiHdm. 

* Il ■ • J .... .... * » 

Legendre 1 a proposé plusieurs méthodes d'approximation 
pour obtenir l’équation de la trajectoire , en faisant une supposi- 
tion sur la variation de. la densité de l’air. 

La principale est fondée sur eette formule ■ , de façon 

d. * : ' ^ . ■ • 

que dans l’équation =— , op remplace - par - • ou i par 

^ *) - - . i * . V t 

i ***- ■ . ce qui la transforme en celle-ci • 

‘ A *P i • ji* 

-,-=<* -y ) T . 

et il détermine» de manière q-’au point de départ, oùp = tang Ç>, 
la densité soit exactement celle qu’on doit avoir, c’est-à-dire 

ou il lait =i . d ou a = — . 

V.-t-u-g’? 

Par cette méthode, in densité supposée est égaie à la densité 


1 Duierlalion sur 

lettre» d* Prn»» 


IUT la question de baKf tique, pmjvoVie p»r l’Acriétnie dtp «cie&cés et belles 
,frarl<|rud>i78i, |nr Lfpain. * ’ r; ^ a 


18 


e 


/ 
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réelle aux troia points où Ton a p = tang p ,p =eo etp=s — tang ; 

dans tes autres positions, elle sera plus petite que la vérit^je. 

Le minimum aura lieu au point où p 3 = - — — = . c °J g , et le rap- 


port de la densité supposée à la densité réelle sera ^ i — tang* ~ ç, 
quantité en général peu différente de l’unité; car lorsque ç est 
successivement 3o°, 45*, (îo D , oe rapport est. respectivement in- 
férieur i l’unité de —, — . 

4oo 67 16 

Cela posé, l’équation cilp‘ =s dpdt, en y remplaçant ds 'par 
dxÿi+p devient, 

• • » 1 ed î p =?.(» p' l )dxdp; 

de cette équation il tire l’équation de la trajectoire , en faisant 

B =^ + Un S ? - + -‘s Un g î? - 

déterminant C par Téquation cubique 

1 C»4-C - B —0 • •- • ’ * 

• ” . ;• • -,3 j .• ■ . 

et en faisant y - C* H — m. 

Déterminant enfin les valeurs des angles A et P par les rela- 
tions r. •• ■■ ■> 


tang A =s 


-et ungP=i^, 


on aura 


• l 1 C— P , CO* P JC i4 J 

* = 7^:1 *°8 + lo 8 ^ + - < A ~ p ) )’ 


et 


j=ct-i(A-n 

On observera : 1 0 que C doit être calculé avec précision au moyen 
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des fausses positions; .a* que les logarithmes indiqués sont hy- 
perboliques, et que A — P, désignant la longueur absolue d'un 
arc, derra, après avoir été estimé eh degrés, être multiplié 
par On aura ainsi les valeurs de x et de y . pour autant de 
valeurs de p que l’on voudra. , 

Cette méthode, et plusieurs autres que Legendre développe, 
ont le mérite, d'une grande exactitude; mais on ne saurait dis- 
convenir qu’elles n’ont pas la simplieité nécessaire pour les ap- 
plications, et qu'elles’conduisent à des calculs trop pénibles. 

Legendre fait une application numérique , et il compare sa 
formule à celle de Borda; mais les données de l’exemple qu’il 
choisit sortent des limites, de la pratique, car il prend 1 h = 10 c 
et l’angle de projection de 45°; or, pour des bombes de o“ 3a 
et o“ a a de diamètre, la valeur h = io c .indiquerait des vitesses 
d’environ 46 o” et de 360” 1 par seconde; il ne peut d’ailleurs être 
appliqué aux canons, qu’on netice pas sous des angles aussi grands. 

Cet exemple était très-propre, sans doute, à faire ressortir 
l’exactitude relative de sa méthode sur celle de Borda; mais H 
induirait et» erreur sur leurs v^kprs réelles, considérées sous le 
rapport des applications au tir des projectiles. 

73. MÉTHODE Dt FRANÇAIS. 

Français*, tout en reconnaissant le mérite de la fonction de 
densité employée par Legendre, lui reproche de manquer d’ho- 
mogénéitc ou d’égalité ’de dimensions, par rapport à p, entre le 
numérateur et le dénominateur;' de sorte que, p étant infini, la 

fonction — — le devient elle-même . Par cette considération , il 
lui préfère celle-ci ; 

' + •? 

v'.-k b p'\/TTr 

1 Onrnge cilé, pag«n». ...... 

* Recherches sur te mouvement drt projectiles dans 1rs milieux résistants, p*r Français ; maotn 
crit de l’Écoie d'applicatioo , an un . p. i S* 

18 
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Si 4'on y supposait 4*6=1, elle serait rigoureusement égale 
à l'unité. La condition principale à remplir étant que l’équation 
ccpp = dpds devienne intégrable , après qu'on l’aura multipliée 

l -4- «/>* 

membre à membre par l’équation i =e ■ on y sa- 

r 1 y,-t-y s/.-i-p> : 

tisfait en faisant b — : j a. ■ 

Posant pour seoonde condition que cette. fonction soit rigou- 
reusement égale à l’unité pour p — tang (p, on y satisfait en sup- 
posant . 


a — t- 


3 -r pQ —r 8 àu* $ . 
iMo'P . 


En remplaçant dans l’éipiation différentielle dé la trajectoire 

» l l *-4- «/»* 

— par — 1 " ' " , et ds par dx \/\ -t- n*. on aura ' 

c . c , , p I ■+! { y' vT-^p* 

cd 1 p~ — ~*~ a !' '— (U dp. . 

** ■ ' • ' v*-*- ■’ 


d’où l’on lire par l'intégration la valeur de puis celle dr dy 
et de dx, et enfin celle de x et de y. En faisant 


K = - 


a h cos* £ 


- tang p \J\ + J a tang* p 


représentant par fi un angle /constant , tel que cot ? fi — K \J ta , 
et par X et y des angles variables, tels qu’on ait 


tang Ç : 




V <*»gf 


et 


““»**? 

ung -llt. -'- . -' — * . ' 

\J lauç fi „ • j V 
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on aura : 


jc=ccos(/ 5 — ^V*' n 7 & ! 3 ( 5 — y) tang^/S — t)+ 1°8 


*■<” ;g-W)co»(P— y) , 

CO* (0 — {)cos(0-*-y) i 


v=cKsîna 




lot: 


mmi , j otr y»» !# —$>.«» (é-*-{) j 
’mngî n cw(P— })*o« (/6-t-y) f 


On a ainsi les coordonnées * et y en (onction de la variable p. 

[>a supposition desin £ = cos Ç rend les valeurs de i ci de y 
infinies négatives.- Cette hvpçthèee -répond à une asymptote de 
la branche ascendante. Français fait remarquer que l’angle asymp- 
totique qu’on èn déduit ne différtode l’angle obtenu par les for- 
mules exactes que de quelques secondes dans les cas les plus 
défavorables, ce qui atteste un grand degré d'approximation; il 
trouve de même l’existence d’une asymptote verticale dans la 
branche descendante et sa distance finie 'du point de départ. 11 
trouve aussi les relations qui, dans cette hypothèse de la densité, 
donnent la portée horizontale, l'angle de chute e! la durée dti 
trajet. 

' ► * ' ' • « . .. 


. 74. COMPARAISON ENTRE LES DEGRES D‘ APPROXIMATION DBS" MÉTHODES 

bC LEGENDRE RT DP. KR\NÇ|US. , * 

On jugora du. degré d’exactitude des méthodes de Legendre et 
de Français en s’arrêtant au cas discuté par Legendre, <p 3=45°, 
pour lequel on a, dans son hypothèse, a — a, 4 i 4 4 i4, et dans 
ceile .de Français, a ~ o,(ii(k>d-4. Les valeurs de ces. deux fonc 
lions pour, des valeurs de <f> de 5®- en 4° seul contenues dans le 
tableau suivant. . > . 
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TABLEAU DES VALEURS COMPARATIVES DES FOKCTIOX5 DE LEGENDRE 
ET DE FRANÇAIS POUR DIVERSES INCLINAISONS. 


VALEURS 

VALEURS DES FONCTIONS 
de 

VALEURS 

• VALEURS DES FONCTIONS 
dt 

.. p. 

IUIIHI : 
*+«*' 

tilIfAU 1 * 


IHUIU 1 * 

riatui : 


Vr+7- 

^>+fF , vT+^* 

'"•4 X 

v/î+7 

G+if-vTTT’' 

0* 

I. 000000 

* 

t .OQOOOO 

45* 

' 1 * 

1.000000 

1 .000000 

y 

0.999353 

0.999956 ^ 

50* 

1 .020031 

J.000233 

10* 

0.997491 

0.908044 ' 

'55* 

1.058152 

1.015487. 


0 . 994658 

0,097779 

oo- 

1.121320 

1 . 028007 

îo- 

0.991556 

0.990439 

05* 

1.227673 

1.043584 * 

■Si* 

■ 0.9«7«37 

0.995312 

10 " 

I .411430 

1.001403 

30’ 

O . 985699 

0.994479 

75* 

1.752011 

1 .079870 

35' 

0.983510 

0.994750 

«è 

2.487081 - 

1.096151 

40* 

0.989450 

0.990332 

85* 

4.803613 

1.107638 

43’ 

1.000000 

1.000000 

90* 

fltfini. 

1.111785 ' 


Les valeurs minima des fonctions de Legendre et de Français 
ont lieu respectivement pour p = 3a® 45' 54" et pour <p = 3 i® 
43' 3", et sont respectivement 0,980188 et o,9g44ta. On voit 
par là-que, dans l’intervalle de o® à 45®, la première ne diffère 
de l'unité que de ~, la seconde n’en diffère que de Au delà 
de 45“ la fonction de I,cgendre va en augmentant jusqu’à l'infini ; 
celle de Français ne dépasse jamais l’unité' de plus de Celle-ci 
l'emporte donc sur la première pour l'exactitude, et elle marche 
de pair pour la simplicité. 


75. MODIFICATION PROPOSEE, 


Les formules de Legondre et de Français seraient susceptibles 
de recevoir encore un peu plus d'exactitude. En effet, les valeurs 
de a et de o ayant été déterminées de façon que la densité soit 
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égaie à ia densité réelle au point de départ, il en résuite que, 
dans tout ie coure de la trajectoire, la densité supposée est infé- 
rieure à ia densité véritable de quantités dont le maximum a été 
respectivement de ~ et si on prend la moyenne de toutes 
les valeurs calculées de 5 ® en 5 °, on trouve , d’après le tableau qui 
précède, 0,9931 35 pour les pretnières et 0,997399 poux ies se- 
condes : ces quantités correspondent aux valeurs du tableau com- 
prises entre 4 o° et 45 °, et qui seraient environ 4 t° 7- Si donc 011 
déterminait o et a par la condition que la densité -s’accordât avec 
la densité réelle pour les valeurs correspondantes de p, elle s'ac- 
corderait encore pour les angles d’environ i 7 0 . La valeur moyenne 
de la fonction sérail ramenée à très-peu près à l’unité, et les plus 
grandes différences ne seraient plus qu’environ la moitié de ce 
qu’elles sont dans les méthodes de Legendre et de Français. La 
méthode gagnerait ainsi beaucoup en approximation. 


76 . méthode de peesv. 


Pour résoudre plus facilement la question, M. Persy' propose 
de remplacer - par et de déterminer a et /S de façon que 

la densité soit représentée par j A l’origine et par au som- 
met, ce qui donne a— cos^ et / 3 — sinp : alors la densité est re- 
présentée par 

co» (e— ») 


Par là , la densité est un maximum lorsque 6 =Ç, et te .maximum 
est \ elle diminue avec 6 jusqu'à ce que 6 = 0, c’est-à-dire dans 

la branche ascendante jusqu’au sommet; mais dans la branche des- 
cendante , où 0 est négatif, la densité deviendrait trop petite : 

1 Co«» de talislujue à r otage des éUetl de C École tT explication de r artillerie cl du génie, fat 
Parey; lithographie de l'École d'application, i 033. 
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elle serait nulle au point où l'inclinaison est 90 *—^, et négative 
au delà; alors il faut changer le sens des coordonnées verticales 
et calculer séparément la branche descendante. D'après cette sup- 

position, l’équation de la trajectoire deviendra -jj- == (« + |3/») dp, 

qui par l’intégration, et en faisant a + 0p=q. donnera 

■* * * *’ ' " * <'-*'* * 

J> «X+/3jr=logC 1 , , 

t-*T - 


Ces équations, par l'élimination de q, donneraient l’équation de 
chaque branche de la trajectoire, lesquelles différeront par les 
valeurs de A, B, C, et qui sont: 


A = V.+^Î’ 




Pour déterminer ce qui est relatif au sommet, on aurait, en 
désignant par x l’abscisse, Y l’ordonnée et h la hauteur duc à la 
vitesse ’ ' '* " •• 


h=, 


sintj>co»*^ , et» y | jan- 1; 

t*Ç) (A — cos*$) ’ X A ^®(A — i) (A-t-co«V) ’ 
Y_ « | q (A-f-eo**^) (A — oo«*Ç) » \ 

Ain® ® 


co® % | (A-4- 0 (A~-co§VJ 


( A -+• co» ! 


'in ® 


(A-t-0 (A — .) 


Uog? 


A l’égard de la branche descendante, dont le sommet est l'ori- 
gine , on changera le signe de y et de p, et en accentuant les cons- 
tantes on aura : ' • . » 
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77 / 

Plusieurs auteurs ont encore traité la question du mouvement 
des projectiles dans l’air pour le tir sous les grands angles; ce 
sont : Lombard 1 , Moreau 1 , Poisson 5 , d'Obenheim*; mais comme 
ils n’ont pas employé de méthodes nouvelles, nous n'avons pas à 
nous en occuper ici. 

D'après ce qu’on vient d’exposer, les recherches des géomètres 
sur la loi du mouvement des projectiles , dans la supposition que 
la résistance de l’air est proportionnelle au carré des vitesses, pa- 
raîtront sans doute assez complètes ; si elles n’ont pas amené à 
des formules à Ta fois simples et exactes, dans le cas général, cela 
tient à la nature de la question, et il ne paraît pas possible, au 
moins dans l’état actuel de l’analyse, d’arriver à une équation 
finie de la trajectoire , ni à l’expression semblable des principales 
relations dont on aurait besoin. Cependant, les méthodes d’ap- 
proximatioo seraient assez exactes pour qu’on puisse s’en con- 
tenter dans les applications les plus précises, si ce n’était encore 
la longueur des calculs numériques. 

Si ces recherches n'ont pas présenté jusqu'à présent l’accord 
désirable avec les résultats de l’expérience, ce n’est pas dans les 
formules qu’il faut en chercher la cause, mais plutôt dans l’hy- 
pothèse de la proportionnalité de la résistance de l’air au carré 
de la vitesse et dont des recherches récentes ont montré l’inexac- 
titude en général, en n’exceptant que le cas dn tir des projectiles 
de fort calibre sous des angles peu élevés et avec des vitesses peu 
considérables, et sans doute à quelques forces dont on ne tient 
pas compte. C’est dans l’hypothèse de l’expression plus exacte de 

* T rail/ dn mon cernent dn projectiles appliqué aux bouches A feu . par J. K. Lombard, >79®. 

* Mémoire sur la théorie t/u mottrerncnl des projectile t dans les milieux résistant* , par Moreau , 
inséré dans le Journal de l'École polyleclmiqnc, 11* cahier, i 8 oj. 

1 Traité de aucaaiqae. par S. D. Poisson. Mouvement des projectiles dans le vide et dans l’t’ic. 

* 1 /idioation Je quelques expériences propres A compléter la théorie du mouvement des projectiles 
et analyse nétc:suirr 0 par d'Obenheim , »8»i. 
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la résistance de l’air, avec un terme proportionnel au carré et 
un terme proportionnel au cube de la vitesse, que doivent être 
dirigées les recherches sur le mouvement des projectiles dans 
l'air, et c’est ce que uous avons fait dans le mémoire qui pré- 
cède cet appendice. 
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